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In the search for the ‘guilty men’ responsible for the collapse of the global
economy, one obvious group has escaped blame: the economists.... It may
be true that all bankers are greedy, all politicians venal, all regulators blind
and all accountants stupid. But such personal failings do not explain their
behavior in the past few years. (...) We are where astronomy was when
Copernicus realized that the Earth revolves around the Sun. The academic
economics of the past 20 years is comparable to pre-Copernican astronomy,
with its mysterious heavenly cogs, epicycles and wheels within wheels or
maybe even astrology, with its faith in star signs.




A ocorreˆncia de quedas abruptas de grande amplitude nos mer-
cados financeiros dif´ıceis de reproduzir, segundo os modelos glo-
balmente aceites, e´ um feno´meno ja´ reportado ha´ alguns anos[6].
No sentido de o explicar, partimos do fundamento das relac¸o˜es
econo´micas entre os agentes, para construir as interacc¸o˜es mi-
crosco´picas do sistema. Assumir este mecanismo, permite-nos
abandonar o pressuposto associado aos processos estoca´sticos,
que dominam os modelos actuais, de que a economia equivale a
um sistema termodinaˆmico em equil´ıbrio, para podermos assu-
mir que e´ um sistema aberto onde os diferentes agentes formam
ligac¸o˜es entre si. Tomando em conta que os agentes econo´micos
se organizam em redes complexas, mostramos que um sistema
com tais interacc¸o˜es so´ existe num estado cr´ıtico. Consequen-
temente, eventos extremos de grande amplitude teˆm uma pro-
babilidade na˜o despreza´vel de ocorrer. Mostramos ainda que
a incorporac¸a˜o de primeiros princ´ıpios da economia permite ao
modelo reproduzir leis de poteˆncia semelhantes a`quelas que sa˜o
observadas nos mercados financeiros reais e que os expoentes
observados dependem linearmente dos expoentes das redes com-
plexas subjacentes. Argumentamos assim que, ao contra´rio de
algumas correntes econo´micas, a economia na˜o e´ um sistema fe-
chado em equil´ıbrio termodinaˆmico, mas sim um sistema aberto




The occurrence of huge drops on financial markets that are not
explained by the general accepted models is a well reported
phenomenon[6]. With the purpose of explaining it, we based
ourselves on the reasons for an economic relation between agents
to establish the microscopic interactions within the system. As-
suming the existence of this mechanism, we can drop all the
assumptions on which the stochastic processes that are used in
the current models are based, namely that the economy is equi-
valent to a system in thermodynamic equilibrium, and assume
that it is an open system where the different agents interact
between them. Assuming that the economic agents are organi-
zed in complex networks, we show that a system with those in-
teractions only exists in a critical state. Consequently, extreme
events with large magnitude have a significant probability of
occurrence. We also show that using economic first principles,
our model reproduces power laws identical to those that are ob-
served on the real markets and the observed exponents depend
linearly from the exponent of the underlying complex network.
We argue that, on opposition to some economic theories, the
economy is not a closed system on thermodynamic equilibrium
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
No fim do se´culo XX, in´ıcio do se´culo XXI, as sociedades de investimento norte-
americanas resolveram titularizar os cre´ditos hipoteca´rios atribu´ıdos a clientes que
na˜o reuniam as condic¸o˜es de entrarem no esquema federal de cre´ditos hipoteca´rios,
os que tinham score abaixo de prime ou, na linguagem do mercado, subprime. O ins-
trumento financeiro resultante recebeu das ageˆncias de rating a notac¸a˜o ma´xima de
qualidade de cre´dito (mı´nimo de risco). O racional associado era relativamente sim-
ples, os dados experimentais mostravam que a probabilidade do mercado imobilia´rio
descer era pro´xima de zero. Como, no caso de incumprimento dos credores, as ca-
sas revertiam para os ve´ıculos de titularizac¸a˜o (as empresas detentoras dos cre´ditos),
enta˜o no evento de incumprimento a probabilidade de perda tendia para zero.
Matematicamente, era imposs´ıvel perder dinheiro e, assim, as ageˆncias classifica-
vam os t´ıtulos emitidos pelos ve´ıculos de titularizac¸a˜o de acordo com aquilo que a
matema´tica lhes dizia. Esta ‘impossibilidade’ fez com que os bancos do mundo inteiro
adquirissem estes t´ıtulos e, com isso, libertavam-se mais fundos para emprestar para
a compra de mais casas. O prec¸o do imobilia´rio subia com o acre´scimo de procura e
a probabilidade de descida era cada vez mais baixa.
Mas os credores na˜o tinham capacidade de pagar e um dia deixaram de o fazer. As
casas, como previsto, reverteram para os ve´ıculos de titularizac¸a˜o que as colocaram a`
venda. Como cada vez havia mais casas colocadas a` venda, aconteceu o matematica-
mente imposs´ıvel - o prec¸o do imobilia´rio baixou. O resto da histo´ria ainda e´ vivida
no dia de hoje e foi baptizada como a crise do subprime. O seu impacto foi de tal
magnitude que mesmo os t´ıtulos associados aos cre´ditos prime necessitaram da ajuda
federal.
Comec¸a´mos com a histo´ria do subprime para descrever o feno´meno da focagem.
Se, por hipo´tese, se tivesse perguntado a algue´m completamente ignorante acerca
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2 CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O
do mercado imobilia´rio norte-americano qual a distribuic¸a˜o de probabilidade das va-
riac¸o˜es no prec¸o, a resposta seria algo como uma distribuic¸a˜o plana, em que todos
os eventos seriam igualmente prova´veis porque a ignoraˆncia da mecaˆnica subjacente
o levaria a isso. Essa ignoraˆncia, levaria a uma percepc¸a˜o do risco envolvido muito
mais rigorosa do que aquela que existiu e o impacto seria muito menos gravoso que
aquele que foi. A raza˜o prende-se com o facto de o conhecimento sobre a mecaˆnica
subjacente a` curva do mercado, no caso da distribuic¸a˜o emp´ırica e no caso da dis-
tribuic¸a˜o plana, ser igual, ou seja, nenhum. A utilizac¸a˜o do conhecimento emp´ırico
existente, do histo´rico da evoluc¸a˜o do imobilia´rio, associada a` presunc¸a˜o da validade
das ferramentas matema´ticas envolvidas cavou a crise, porque o foco dos agentes na˜o
estava no risco real, mas em aspectos laterais. A histo´ria da utilizac¸a˜o de processos
estoca´sticos em financ¸as e´ uma histo´ria semelhante. Uma histo´ria em que e´ comple-
tamente ignorada a mecaˆnica das ‘part´ıculas’ do sistema. E esta tese tenta dar um
contributo no sentido contra´rio.
1.1 O movimento browniano na economia
Quando, em 1973, os processos estoca´sticos foram introduzidos no mundo das fi-
nanc¸as por interme´dio dos trabalhos de Black, Scholes[1] e Merton[2] (BSM) para a
valorizac¸a˜o de opc¸o˜es europeias, mais que a introduc¸a˜o de uma forma de encontrar
um justo valor para aquele tipo de instrumentos financeiros, criou-se uma verdadeira
a´rea do conhecimento suportada no modelo do movimento browniano geome´trico e,
consequentemente, nos seus pressupostos. O modelo, que era originalmente aplicado
ao comportamento dos prec¸os em mercado organizado, usa a analogia entre a in-
flueˆncia das transacc¸o˜es na formac¸a˜o do prec¸o e os choques da part´ıcula Browniana
com as part´ıculas do banho e, assim, o prec¸o de algo no mercado organizado segue
uma dinaˆmica expressa por
dS
S
= µdt+ σdW (1.1)
em que S e´ o prec¸o, µ e σ sa˜o, respectivamente, o drift e a volatilidade, e dW repre-
senta um processo de Wiener. Apesar de os pro´prios autores reconhecerem alguma
elasticidade nos pressupostos, o sucesso deste modelo deveu-se, no essencial, a` sua
aceitac¸a˜o crescente no mercado, resultante da entrada dos f´ısicos na banca de investi-
mento nos USA, por sua vez provocada pelo fim da guerra fria e consequente decl´ınio
da indu´stria militar. Essa aceitac¸a˜o fez com que a dinaˆmica da oferta e da procura
fosse influenciada pela valorizac¸a˜o das opc¸o˜es pelo modelo BSM e, no final, o valor
de mercado coincidisse com o valor determinado pelo modelo. Ora, isto leva a uma
validac¸a˜o erro´nea do modelo, isto e´, o mercado aceita o modelo porque coincide com
o mercado, mas so´ coincide porque o mercado aceita o modelo. A consequeˆncia desta
validac¸a˜o erro´nea e´ conhecida porque deu origem a uma crise financeira resultante
da faleˆncia de uma gestora de fundos chamada Long Term Capital Management em
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1998, da qual Scholes e Merton eram administradores, que obrigou os reguladores
norte-americanos a intervirem.
Independentemente da validade do modelo BSM, o facto e´ que a analogia entre a
evoluc¸a˜o de prec¸os em mercado organizado e o movimento de uma part´ıcula brow-
niana vingou e estendeu-se da formac¸a˜o de prec¸os em mercado organizado para a
determinac¸a˜o do risco de cre´dito[35], para a evoluc¸a˜o dos ı´ndices do pro´prio mercado
e, consequentemente, para a gesta˜o de fundos de investimento, arrastando para quase
todos os domı´nios da financ¸a os pressupostos que esta˜o subjacentes a` assumpc¸a˜o da
analogia. Isto e´, os pressupostos que esta˜o subjacentes ao pro´prio movimento brow-
niano, particularmente o de que o processo estoca´stico e´ markoviano e estaciona´rio
dentro de um ‘banho’ bem comportado.
1.2 A criticalidade auto-organizada e os ı´ndices de
mercado
Desde os trabalhos de Mandelbrot[6] nos anos 50 e 60, sobre o comportamento do
mercado de algoda˜o nos USA que se sabe que o comportamento dos ı´ndices represen-
tativos de mercados organizados na˜o pode seguir uma dinaˆmica ana´loga ao movimento
browniano, porque as amplitudes das variac¸o˜es dos prec¸os na˜o sa˜o coerentes com a
segunda parcela da equac¸a˜o (1.1), visto que observac¸o˜es indicam[33, 24, 23, 18] que
as variac¸o˜es seguem uma lei de poteˆncia e na˜o um padra˜o gaussiano (na realidade,
o trabalho de Mandelbrot e´ anterior ao de BSM, pelo que a questa˜o na˜o se colocava
na altura). Entre as correntes mais ligadas a` analogia do movimento browniano,
tal incoereˆncia deve-se apenas ao facto dos coeficientes µ e σ na˜o serem constantes
e que isso nos deve levar a uma forma mais gene´rica de processo estoca´stico ([32],
por exemplo). Mas estas abordagens assumem ainda como pressuposto que estamos
perante um processo markoviano num sistema em equil´ıbrio termodinaˆmico e sem
tomar qualquer considerac¸a˜o acerca da mecaˆnica que esta´ subjacente a`s variac¸o˜es dos
prec¸os.
Neste trabalho estamos interessados no comportamento de ı´ndices bolsistas prin-
cipais, isto e´, num indicador que seja representativo da percepc¸a˜o dos agentes sobre
economia envolvente do mercado organizado em causa ou, se quisermos usar a lin-
guagem que usa´mos ate´ aqui, do ‘banho’ onde as acc¸o˜es esta˜o ‘mergulhadas’. Um
ı´ndice bolsista e´ uma carteira fict´ıcia de acc¸o˜es que, de alguma forma, e´ entendida,
por quem a organiza e pelo mercado em geral, como representativa do estado geral
das empresas cotadas nesse mercado. Neste sentido, o ı´ndice bolsista principal e´ uma
combinac¸a˜o linear de valores de algumas acc¸o˜es cotadas em que os coeficientes sa˜o
quantidades escolhidas para que cada uma das acc¸o˜es reflicta a sua importaˆncia no
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mercado de acc¸o˜es.
Ao contra´rio do que e´ crenc¸a comum, os mercados de capitais na˜o teˆm ı´ndices. Os
ı´ndices sa˜o definidos, normalmente, por entidades externas a esse mercado (S&P 500
e´ determinada pela Standard & Poors, o DJIA pelo Wall Street Journal, o FTSE
pelo Financial Times, etc.) e ha´ va´rios ı´ndices publicados sobre cada mercado, uns
sectoriais, outros gerais. Aqueles em que nos focamos sa˜o os mais aceites pelo mercado
em geral por serem aqueles que melhor traduzem esse mesmo mercado.
1.3 Proposic¸a˜o do problema
Sendo um ı´ndice bolsista principal um indicador do estado do mercado de capitais
como um todo, ele e´, tambe´m, um indicador da percepc¸a˜o dos agentes econo´micos da
sau´de financeira e econo´mica das empresas, da sua capacidade de financiamento, do
seu poder produtivo, da sua capacidade de venda, ou seja, do estado da economia que
essas empresas representam. No essencial, os ı´ndices principais sa˜o indicadores, na˜o
so´ do mercado de acc¸o˜es, como tambe´m da economia onde essas empresas operam,
mas mais: sa˜o um indicador da economia presente e da evoluc¸a˜o que os agentes
intervenientes percepcionam para essa economia. Por isso, teˆm uma volatilidade que
os outros indicadores macroecono´micos na˜o teˆm e representam uma quantidade de
informac¸a˜o muito maior.
Em suma, sendo os ı´ndices bolsistas principais algo que esta´ intimamente ligado
aos mercados de acc¸o˜es, eles representam toda a economia que esta´ subjacente ao
mercado e e´ nesse sentido que no´s os usaremos neste trabalho.
Por uma questa˜o de utilidade, o nosso trabalho vai focar-se nas quedas dos ı´ndices
uma vez que e´ destas que as medidas de risco dependem. Por isso, quando falamos
em analisar o comportamento do ı´ndices falamos quase sempre na distribuic¸a˜o das
quedas e na˜o do seu crescimento. Na˜o porque pensamos serem independentes, pelo
contra´rio, mas porque a modelizac¸a˜o do crescimento de forma a poder ser comparada
com os dados experimentais retirados dos mercados reais na˜o esta´ no aˆmbito deste
trabalho por na˜o fornecer qualquer leitura u´til em termos de medida de risco.
A t´ıtulo de ressalva, na˜o vamos aqui questionar se a abordagem BSM ao comporta-
mento de activos individuais e´ va´lida, quer estes tenham uma grande liquidez ou na˜o.
Naturalmente, o comportamento individual dos activos transaccionados em mercado
organizado na˜o e´ independente do comportamento do mercado como um todo ou,
por outras palavras, da economia envolvente, tal como o comportamento da part´ıcula
browniana na˜o e´ independente da evoluc¸a˜o te´rmica do banho, dos potenciais a que
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esta´ sujeito ou da existeˆncia de variac¸o˜es na densidade do banho. Mas aquilo que
vamos modelar aqui na˜o deve ser transposto para o comportamento individual dos
activos, da mesma forma que aquilo que se modela para o conjunto dos a´tomos de
um flu´ıdo na˜o deve ser aplicado ao estudo de um a´tomo desse flu´ıdo em particular.
Para explicar o comportamento dos ı´ndices bolsistas principais enquanto ı´ndices
macroecono´micos vamos abandonar os pressupostos a que uma explicac¸a˜o baseada
em passeios aleato´rios ou movimentos brownianos esta´ assente. Vamos explicar que
pressupostos sa˜o esses e porque e´ que na˜o se verificam num ambiente econo´mico.
Na˜o vamos tentar explicar uma curva qualquer enquanto uma curva qualquer, mas
vamos entender o que essa curva significa e procurar a mecaˆnica que lhe esta´ subja-
cente. Para tal, vamos entender a raza˜o da existeˆncia de uma economia e como ela e´
gerada pela biologia do ser humano. Vamos recorrer aos primeiros princ´ıpios da teo-
ria microecono´mica, da lei da oferta e da procura, para construir os nossos modelos
computacional e anal´ıtico, em que cada agente econo´mico e´ levado a criar ligac¸o˜es
econo´micas usando energia do meio ambiente. Com base nestes princ´ıpios, e aban-
donando aqueles que sa˜o caracter´ısticos de um sistema termodinaˆmico em equil´ıbrio,
mostramos que a economia so´ existe enquanto sistema cr´ıtico auto-organizado, em que
o expoente caracter´ıstico da lei de poteˆncia da magnitude das quedas depende linear-
mente do expoente caracter´ıstico da topologia de organizac¸a˜o dos agentes econo´micos,
e que os dados experimentais sa˜o coincidentes com os modelos que constru´ımos.
1.4 Estrutura do documento
No cap´ıtulo seguinte faremos uma descric¸a˜o do estado da arte que usamos nesta
dissertac¸a˜o, nos quatro campos do conhecimento envolvidos. No cap´ıtulo 3 descre-
veremos o modelo que usa´mos como aproximac¸a˜o ao modelo microecono´mico para
entender como o comportamento conjunto das ligac¸o˜es microecono´micas se traduzem
em termos macrosco´picos e encontramos a condic¸a˜o de criticalidade do modelo, acima
do qual e abaixo do qual na˜o existe economia. No cap´ıtulo 4 veremos os resultados
do modelo computacional e da ana´lise que foi efectuada por no´s aos dados experi-
mentais retirados de algumas bolsas internacionais mais relevantes. No cap´ıtulo 5,
discutiremos os resultados obtidos e faremos as concluso˜es.
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Cap´ıtulo 2
Estado da arte
Nesta secc¸a˜o faremos a descric¸a˜o do actual estado do conhecimento relativamente
aos propo´sitos do trabalho, o que nos leva a domı´nios muito diferentes do conhe-
cimento como Economia, F´ısica Estat´ıstica, Financ¸as Quantitativas, Criticalidade e
Sistemas Complexos. O nosso objectivo e´ mostrar que os pressupostos nos quais se
baseiam os modelos assentes em processos estoca´sticos na˜o sa˜o satisfeitos na econo-
mia e que esta se comporta como um sistema num estado estaciona´rio cr´ıtico. Com
este intuito, vamos focar-nos naquilo que e´ o fundamental da teoria cla´ssica microe-
cono´mica e dos processos estoca´sticos, porque e´ nos fundamentos que se entende se
os pressupostos que tornam as teorias va´lidas sa˜o satisfeitos, ou na˜o, pelos sistemas
que estudamos. Assim, na˜o vamos entrar em detalhe pelas aplicac¸o˜es dos processos
estoca´sticos em financ¸as quantitativas porque, para os nossos objectivos, nos basta
compreender os pressupostos em que se baseiam para demonstrar que na˜o se verifi-
cam e que a experieˆncia mostra exactamente isso. Pelo que, atendendo que esta e´
uma tese na a´rea da F´ısica, descreveremos muito sucintamente uma das aplicac¸o˜es
onde o impacto social da assumpc¸a˜o da validade dos pressupostos e´ maior - a medida
regulamentar de risco de cre´dito. Como refereˆncia, tomaremos duas das obras mais
importantes para a aprendizagem da importaˆncia dos processos estoca´sticos nas fi-
nanc¸as quantitativas[40, 15] que incluem desde a gesta˜o de fundos de penso˜es e de
fundos de investimento, ate´ a` evoluc¸a˜o de n´ıveis de liquidez.
No que diz respeito aos domı´nios da Criticalidade e dos Sistemas Complexos, es-
tamos a falar de domı´nios do conhecimento muito recentes relativamente a` microeco-
nomia ou aos processos estoca´sticos, e cujo estado da arte e´ substancialmente mais
‘atomizado’ por lhe faltar a filtragem que o tempo faz entre o que e´ conhecimento
importante e aquilo que e´ mera especulac¸a˜o sem aplicac¸a˜o pra´tica. Neste sentido,
vamos focar-nos no que e´ essencial para a compreensa˜o do nosso modelo, sem entrar
em inventariac¸o˜es do conhecimento.
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2.1 Teoria Cla´ssica Microecono´mica
A l´ıngua portuguesa e´ particularmente pouco feliz para o tratamento do assunto a
que se refere esta parte do texto. Economia, com ‘E’ maiu´sculo, refere-se ao saber
cient´ıfico, a` cieˆncia social que estuda a economia, com ‘e’ minu´sculo, que representa
aquilo que a cieˆncia social estuda. Temos, tambe´m, economia como sino´nimo de
poupanc¸a ou organizac¸a˜o. Aquilo que nos interessa neste documento e´ o segundo
sentido, ou seja, o sistema de relac¸o˜es humanas que deu origem a`s trocas comerciais
de bens e servic¸os, ao dinheiro, a`s relac¸o˜es laborais e a todos os objectos funcionais
que hoje associamos naturalmente a` palavra economia e que e´ assunto de milhares
de publicac¸o˜es te´cnicas e secc¸o˜es de jornais[13].
No entanto, apesar das inu´meras vezes que, ao longo do dia, somos ‘atingidos’ pela
palavra economia na˜o e´ fa´cil encontrar - nem mesmo nas mais prestigiadas obras
acade´micas - a resposta a` pergunta ‘Porque existe economia?’. Nem nas sociedades
animais, nem nas sociedades humanas primitivas, ela existe. Historicamente[31], a
economia comec¸ou com a revoluc¸a˜o agr´ıcola, quando o ser humano primitivo entendeu
que conseguiria sobreviver no mesmo local sem se deslocar.
A economia resulta da vantagem competitiva daquilo a que os economistas chamam
de especializac¸a˜o do trabalho face a` auto-suficieˆncia universal. As sociedades huma-
nas em que as diferenc¸as dos seus elementos eram aproveitadas em func¸o˜es diferentes,
eram mais eficientes do que as sociedades em que cada elemento teria que realizar
todas as tarefas necessa´rias a` sua pro´pria sobreviveˆncia[31]. Primeiro, porque a es-
pecializac¸a˜o levava a uma melhor realizac¸a˜o por parte dos elementos mais adequados
e, depois, porque a realizac¸a˜o por parte dos elementos mais adequados levava ainda
a uma maior especializac¸a˜o. Mas esta especializac¸a˜o teria que ser acompanhada por
trocas, porque quem so´ produz uma coisa tem que recorrer aos outros para obter
aquilo de que necessita e que resulta do trabalho realizado pelos outros elementos da
sociedade e, da´ı, a existeˆncia de uma economia. A economia e´, enta˜o, o resultado
da evoluc¸a˜o humana para um estado mais eficiente de sobreviveˆncia e representa o
conjunto de trocas entre elementos que realizam um trabalho, aqui visto enquanto
trabalho econo´mico (labor) e na˜o trabalho f´ısico (work) diferenciado.
As trocas de bens e servic¸os nas sociedades primitivas ocorriam mediante acordos
entre vizinhos por mu´tuo acordo. Mas um sistema dotado de economia, para ale´m de
ser mais eficiente, tem tambe´m a propriedade de ser propenso ao crescimento, uma
vez que cada elemento na˜o esta´ focado na auto-suficieˆncia mas sim na efectuac¸a˜o de
trocas para garantir a sua sobreviveˆncia. Isto provocou o aparecimento de formas de
centralizac¸a˜o das trocas em locais de encontro chamados mercados, evoluindo ate´ a`
expressa˜o actual de economia de mercado para nos referirmos a uma sociedade em
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que elementos especializados, em certas actividades produtivas, encontram resposta
a`s suas necessidades materiais atrave´s de trocas volunta´rias, acordadas entre as partes
envolvidas. O conceito de mercado foi-se alargando a` medida que os constrangimentos
de comunicac¸a˜o entre os agentes econo´micos do planeta foram desaparecendo. Por
exemplo, o trigo produzido em qualquer lugar do mundo pode ser comprado em
qualquer lugar do mundo e o seu prec¸o tende a ser uniforme no mundo inteiro. Quando
falamos de mercado de trigo ja´ na˜o falamos de um local onde os elementos da sociedade
especializados na produc¸a˜o de trigo va˜o satisfazer as suas necessidades materiais,
mas num ambiente abstracto onde as ligac¸o˜es econo´micas entre os elementos sa˜o
facilitadas.
Os conceitos de transacc¸a˜o e de mercado sa˜o os objectos da mecaˆnica associada a`
economia. A transacc¸a˜o, ou ligac¸a˜o econo´mica, e´ algo que ocorre, na˜o porque os ele-
mentos do sistema sa˜o considerados iguais, mas porque sa˜o diferentes. Este detalhe de
fundamento justifica, do ponto de vista matema´tico, a agregac¸a˜o da ligac¸a˜o, mas na˜o
do elemento. A ligac¸a˜o e´ a unidade fundamental do sistema economia - a mole´cula
do ga´s econo´mico - e isto leva-nos a` mais bem sucedida das teorias econo´micas, a
Teoria Microecono´mica ou Microeconomia Neocla´ssica, um esquema dedutivo que
parte de pressupostos e retira consequeˆncias lo´gicas1, embora pouco compreendida
entre os economistas mais empiristas[13]. A Microeconomia Neocla´ssica analisa a
economia com base na ligac¸a˜o entre dois tipos de agente, os consumidores e os produ-
tores, sendo que para o modelo microecono´mico funcionar cada agente tem que ser,
simultaneamente, consumidor e produtor.
Na˜o e´ fa´cil encontrar uma explicac¸a˜o u´nica da Teoria Microecono´mica, mas e´ par-
ticularmente dif´ıcil encontrar um autor que a descreva sem procurar pequenos casos
particulares que podem violar os fundamentos e, assim, tirar valor a` teoria. Por isso,
antes de iniciarmos a explicac¸a˜o da teoria, devemos entender que ela e´ um modelo
que, para explicar o comportamento de um sistema, parte das relac¸o˜es microsco´picas
entre os constituintes desse sistema. Assim, e´ natural que existam desvios entre a
realidade microsco´pica e o modelo microsco´pico mas sem impacto no comportamento
agregado, como acontece com os modelos da f´ısica estat´ıstica ou da termodinaˆmica.
Por exemplo, um modelo de ga´s ideal na˜o considera os choques inela´sticos, a adsorc¸a˜o
de mole´culas nas superf´ıcies do recipiente ou aquelas que estas libertam para o ga´s
porque, no agregado, esses detalhes perdem relevaˆncia face ao conjunto de feno´menos
dominantes. Da mesma forma, olharmos para uma economia e dizermos que um
agente econo´mico pode na˜o consumir em func¸a˜o da sua necessidade, e´ um detalhe
microsco´pico sem relevaˆncia ao n´ıvel macrosco´pico e, como estamos a olhar para mo-
delos econo´micos, e´ mais fa´cil encontrar exemplos do dia-a-dia que possam violar os
1Em Economia isto pode na˜o ser considerado inteiramente positivo como acontece nas cieˆncias
naturais.
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pressupostos do modelo. A teoria tem falhas, sim, e e´ delas que esta dissertac¸a˜o
trata, mas tem falhas na mecaˆnica microsco´pica subjacente que sa˜o muito relevantes
ao n´ıvel macrosco´pico, na˜o porque existem casos particulares irrelevantes. Por isso,
opta´mos pela explicac¸a˜o da teoria microecono´mica no seu fundamento[10] que deriva
de Le´on Walfras, o matema´tico franceˆs considerado o pai da teoria microecono´mica,
e inspirada no modelo do Equil´ıbrio Econo´mico Geral de John von Neumann[36] por
ser, exactamente, um esquema dedutivo que algue´m com bases de f´ısica estat´ıstica
consegue seguir sem se preocupar com os casos irrelevantes.
Dois conceitos sa˜o essenciais para entender os fundamentos da Teoria Microe-
cono´mica, o conceito commodity2 e o conceito prec¸o que, sendo conceitos facilmente
confund´ıveis com conceitos que ouvimos todos os dias, vamos necessitar de conceitos
adicionais para a sua definic¸a˜o. Para entendermos estes conceitos, vamos introduzir
as dimenso˜es tempo e espac¸o. Vamos considerar que a actividade econo´mica ocorre
em intervalos de tempo discretos, ta˜o pequenos quanto se possam considerar dis-
cern´ıveis. Analogamente, consideramos que essa actividade ocorre numa dada regia˜o
homoge´nea do espac¸o, ta˜o pequena quanto possa ser discern´ıvel do ponto de vista
de ana´lise. E, para chegarmos aos conceitos essenciais, vamos passar por dois con-
ceitos mais familiares, os conceitos bem e servic¸o. Um bem e´ um objecto econo´mico
completamente definido pelas suas propriedades esta´ticas, como um kWh de energia
ele´ctrica ou um litro de trigo roxo de calibre 2 e que se transacciona em quantidades,
que sa˜o nu´meros reais na˜o negativos. Um servic¸o e´ um objecto econo´mico represen-
tativo de uma alocac¸a˜o de recursos definida no tempo, como o uso de um camia˜o ou
o arrancar de um dente, e exprime-se pela quantidade de tempo ou pela actividade
que e´ realizada. Tendo estabelecido os conceitos bem e servic¸o, sabemos que estes
na˜o representam economicamente a mesma coisa hoje que representaram ontem, ou
va˜o representar daqui a uma semana, isto e´, o seu papel na economia e´ diferente.
Define-se como commodity o objecto econo´mico que encapsula na˜o so´ o bem ou o
servic¸o, como tambe´m o instante e o local onde e´ disponibilizado. Na altura em que
a teoria foi desenvolvida, o local era uma dimensa˜o muito importante do problema,
ate´ porque associada a` dimensa˜o de local esta´ o conceito de moeda (currency). Hoje,
a questa˜o do local perdeu muita da sua importaˆncia devido ao levantamento dos
constrangimentos comunicacionais.
Define-se como o espac¸o das commodities o espac¸o em Rl onde podemos definir es-
trutural, temporal e espacialmente um nu´mero l, finito, de commodities distingu´ıveis,
em que cada coordenada do vector representa uma quantidade. Assim, com aux´ılio do
espac¸o das commodities, uma acc¸a˜o de um agente econo´mico consiste na especificac¸a˜o
2Na˜o existe uma traduc¸a˜o para commodity no sentido em que a usamos aqui, nem nos julgamos
capazes de introduzir uma, pelo que mantemos a expressa˜o original do autor.
2.1. TEORIA CLA´SSICA MICROECONO´MICA 11
das quantidades de commodities que lhe sera˜o disponibilizadas ou disponibilizadas por
ele, os seus inputs e outputs, como um vector no espac¸o das commodities.
Do ponto de vista da Teoria Microecono´mica, os agentes dividem-se em duas classes
mediante o papel que assumem na economia, os consumidores e os produtores. Aos
produtores cabe o papel de criarem commodities e aos consumidores o papel de as
usar por um determinado prec¸o. Os conceitos prec¸o e dinheiro sa˜o completamente
d´ıspares, pelo que na˜o devemos pensar em prec¸o como uma quantidade em unidades
moneta´rias. Historicamente, o dinheiro surgiu muito depois da economia, pelo que e´
poss´ıvel que esta funcione sem aquele e, nos dias de hoje, o dinheiro e´ algo que nem
precisa de se materializar para existir economia. Portanto, quando falamos de prec¸o
na˜o falamos de dinheiro. Prec¸o e´ apenas uma quantidade de trabalho entregue pelo
consumidor ao produtor em troca de uma commodity.
Focando nos produtores, um produtor e´ um agente econo´mico cujo papel e´ executar
um plano de produc¸a˜o ou, mais simplesmente, uma produc¸a˜o, e assume-se que existe
um nu´mero grande, finito, de produtores. Para o produtor j, um plano de produc¸a˜o
e´ a especificac¸a˜o das quantidades de todos os seus inputs e todos os seus ouputs,
em que se convenciona que o sinal dos inputs e´ positivo. Enta˜o a produc¸a˜o, sendo
um caso particular da acc¸a˜o, e´ representado por um ponto ~yj no espac¸o Rl. Como
existem va´rios planos de produc¸a˜o pass´ıveis de ser seguidos pelo produtor j, chama-




No espac¸o das commodities pode ainda definir-se um vector ~p que designamos por
sistema de prec¸os e, com este, podemos estabelecer que o proveito do produtor j, com
um plano de produc¸a˜o ~yj, no sistema de prec¸os ~p, e´ dado pelo produto interno ~p.~yj e
o proveito total e´ dado pela soma dos proveitos de cada um dos produtores. Como as
commodities teˆm incorporadas a noc¸a˜o de tempo, os proveitos correspondem a` noc¸a˜o
financeira de valor presente. Como pressuposto de toda a teoria microecono´mica, o
sistema de prec¸os apresenta-se ao produtor como um dado, porque a sua actividade
econo´mica e´, por definic¸a˜o, pequena face ao total da economia. Perante um sistema
de prec¸os dado, assume-se que o produtor tenta maximizar o seu proveito escolhendo
do set de produc¸a˜o o plano que vai ao encontro do objectivo. Este plano e´ designado
por plano de equil´ıbrio do produtor j relativamente a ~p. Repare-se que o pressuposto
de que a actividade econo´mica do produtor e´ pequena face a` actividade econo´mica
global, oculta um pressuposto de topologia da rede de ligac¸o˜es econo´micas, uma
organizac¸a˜o aleato´ria dos agentes em que a probabilidade destes se ligarem entre si
e´ aproximadamente igual para cada agente. Na realidade, tal na˜o e´ verdade, uma
vez que se sabe existirem mecanismos de ligac¸a˜o preferencial como veremos mais a`
frente, o que significa que existem produtores cuja actividade econo´mica na˜o pode ser
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considerada pequena face ao total.
Outra classe de agentes, como anteriormente referido, sa˜o os consumidores. Como
no caso dos produtores, o papel dos consumidores e´ executar um plano de consumo
que e´ caracterizado pelas limitac¸o˜es que incidem na sua escolha. De acordo com
a Teoria Microecono´mica e com o princ´ıpio de equil´ıbrio econo´mico geral de von
Neumann[36], o plano de consumo na˜o pode exceder a sua riqueza. Se tivermos
como convenc¸a˜o que os inputs sa˜o nu´meros positivos e os outputs nu´meros negativos,
o plano de consumo e´, a` semelhanc¸a do plano de produc¸a˜o, um vector no espac¸o
das commodities em Rl, ~xi. Ao conjunto de todos os planos de consumo poss´ıveis
chamamos de set de consumo e a` soma de todos os planos de consumo de todos
os consumidores chamamos de procura. Se no caso dos produtores estes tentam
maximizar o proveito, os consumidores tentam maximizar a utilidade, ou satisfac¸a˜o,
em func¸a˜o da sua riqueza. E, tal como aos produtores, aos consumidores o sistema
de prec¸os tambe´m surge como um dado porque, como pressuposto, o seu consumo
individual e´ muito pequeno face ao total. Ou seja, existe um plano de consumo ~xi, que
no sistema de prec¸os ~p e perante a limitac¸a˜o imposta ao consumidor pela sua riqueza,
e´ aquele que lhe dara´ a maior satisfac¸a˜o ou utilidade. Na definic¸a˜o dos consumidores
temos novamente subjacente uma topologia aleato´ria que veremos na˜o ser verdadeira,
mas tambe´m um princ´ıpio de equil´ıbrio dentro de condic¸o˜es fronteira de riqueza, o
que modela o sistema econo´mico como um sistema f´ısico fechado em equil´ıbrio onde os
agentes econo´micos na˜o podem, de acordo com o modelo, experimentar as fronteiras,
a` semelhanc¸a de mole´culas dentro de reservato´rios fechados. Como veremos mais
a` frente estes pressupostos na˜o se verificam e, ao contra´rio da economia se poder
modelar como um sistema fechado em equil´ıbrio, tudo indica que seja um sistema
aberto permanentemente fora do equil´ıbrio.
De forma a chegar, finalmente, ao ponto central da Teoria Microecono´mica, falta-
nos apenas introduzir o conceito total recursos, que representa a quantidade dis-
pon´ıvel, a priori, de cada commodity e e´, tambe´m, um vector no espac¸o Rl que
representamos por ~w. Enta˜o, economia e´ um objecto que encapsula um conjunto na˜o
vazio Yj em Rl de planos de produc¸a˜o poss´ıveis para cada produtor j, um conjunto
na˜o vazio de Xi em Rl de planos de consumo para cada consumidor i e um ponto
~w em Rl. Um estado da economia e´ um tuplo {{~xi} , {~yj}} e chama-se a ~x − ~y a
procura l´ıquida. Quando calculamos a procura l´ıquida, cancelamos a transfereˆncia de
commodities entre agentes. Como as procuras l´ıquidas sa˜o aditivas, existe uma pro-
cura l´ıquida total de todo o sistema econo´mico ~x− ~y e, dado um estado da economia
{~xi, ~yj} , o ponto ~z = ~x− ~y− ~w representa um excesso de procura (que pode eventu-
almente ter todas as coordenadas negativas). Um estado da economia e´ acess´ıvel ou,
na terminologia de von Neumann hoje aceite, esta´ em equil´ıbrio geral se ~z = ~0. Esta
e´, em termos formais, a expressa˜o da normalmente designada Lei da Oferta e da Pro-
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cura. O modelo de von Newmann tem ainda a nuance interessante, que adoptaremos
mais a` frente, de na˜o fazer a separac¸a˜o entre consumidores e produtores, assumindo
que todo o consumo se destina a produzir.
Resumindo, temos enta˜o um conjunto de agentes que tentam maximizar o proveito
da sua produc¸a˜o, e um conjunto de agentes que tentam maximizar a utilidade do seu
consumo, num dado sistema de prec¸os, sendo este o ponto comum aos dois processos
de optimizac¸a˜o e, da´ı, o princ´ıpio comum aceite de que os prec¸os sa˜o o resultado da
lei da oferta e da procura. Uma variac¸a˜o no sistema de prec¸os acaba por obrigar a
novos processos de optimizac¸a˜o dos proveitos e das utilidades, dando origem a` noc¸a˜o
de equil´ıbrio. Repare-se que ha´ um processo ‘termodinaˆmico’ na definic¸a˜o do prec¸o,
que alguns economistas entendem como uma falha do modelo devido a` ‘centralizac¸a˜o’
daquela[13], mas que os f´ısicos estat´ısticos entendera˜o sem dificuldade que na˜o existe
qualquer limitac¸a˜o neste ponto. O facto de cada uma das unidades do sistema con-
tribuir para a definic¸a˜o macrosco´pica de um prec¸o, que acaba por influenciar o seu
pro´prio comportamento microsco´pico, e´ o comportamento de qualquer sistema de
muitas part´ıculas.
A ideia de equil´ıbrio entre a oferta e a procura, numa topologia de rede aleato´ria,
num sistema fechado de muitas part´ıculas, induz um aproveitamento do conheci-
mento da termodinaˆmica para o estudo de feno´menos macrosco´picos resultantes da
interacc¸a˜o entre os constituintes microsco´picos, como e´ o caso do comportamento
dos ı´ndices bolsistas principais. Na secc¸a˜o seguinte vamos focar-nos na forma como
os modelos usados em financ¸as quantitativas incorporam estas ideias, embora, como
veremos, a experieˆncia mostra que tal ideia na˜o teˆm adereˆncia a` realidade.
2.2 Processos Estoca´sticos no Espac¸os F´ısico e
Econo´mico
Quando, em 1905, Einstein[11] conseguiu relacionar uma me´trica macrosco´pica, o
coeficiente de viscosidade de um flu´ıdo, com uma medida microsco´pica de difusa˜o,
introduziu o domı´nio da f´ısica estat´ıstica como meio de conseguir explicar a feno-
menologia associada a` agregac¸a˜o de va´rios objectos. Com isso, abriu uma porta
para se adaptar a explicac¸a˜o de um agregado de objectos f´ısicos a um agregado de
objectos econo´micos (ou um qualquer agregado). Essa porta foi aproveitada por
Black e Scholes[12] e Merton[25], em 1973, na sua formulac¸a˜o do valor justo de um
instrumento financeiro derivado, designado por opc¸a˜o de compra europeia, quando
assumiram que o valor do activo subjacente a` opc¸a˜o seguia uma dinaˆmica semelhante
a`quela que foi usada por Einstein.
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Com o sucesso da aplicac¸a˜o do modelo de valorizac¸a˜o de opc¸o˜es, que ficou conhecido
como Black-Scholes, aos mercados accionistas a partir dos anos 90 do se´c. XX, foi-se
desenvolvendo na a´rea das financ¸as quantitativas um vasto enquadramento teo´rico,
pra´tico e regulato´rio, baseado na analogia entre os processos estoca´sticos definidos
no domı´nio da f´ısica estat´ıstica e o comportamento de varia´veis macrosco´picas no
espac¸o econo´mico. Nesta secc¸a˜o, vamos focar-nos nos fundamentos e pressupostos
que esta˜o associados aos processos estoca´sticos no domı´nio da f´ısica estat´ıstica e
descrever a forma como sa˜o passados para o domı´nio da economia e financ¸as, tal como
sa˜o geralmente aceites hoje e naquilo que e´ relevante para as financ¸as quantitativas.
Seja enta˜o x uma quantidade pass´ıvel de flutuac¸a˜o num sistema termodinaˆmico[37]
e vamos assumir que e´ func¸a˜o das varia´veis microsco´picas do espac¸o fase do sistema,
ou seja, x ≡ x(q1, q2, ..., p1, p2, ...). Suponhamos ainda que o sistema termodinaˆmico
esta´ isolado, ou seja, a energia, o nu´mero de part´ıculas e o volume sa˜o constantes
(E,N, V ) e queremos saber a distribuic¸a˜o da probabilidade w(x) das flutuac¸o˜es de x.
Usando a interpretac¸a˜o estat´ıstica de entropia, representamos a entropia na realizac¸a˜o
x sob as condic¸o˜es E,N, V , como
S(x|E,N, V ) = kB ln(Ω(x|E,N, V )) (2.1)
em que Ω(x|E,N, V ) e´ o nu´mero de estados associados numa realizac¸a˜o x sob condi
c¸o˜es E,N, V . A probabilidade de realizac¸a˜o de x e´ dada por








se designarmos por x0 o valor da quantidade x no equil´ıbrio, sabemos que a entro-
pia tem um ma´ximo nesse ponto, pela 2a lei da termodinaˆmica. Com base nisto,
expandimos S(x) ≡ S(x|E,N, V ) em torno de x0
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Ou seja, as flutuac¸o˜es em torno de estados de equil´ıbrio sa˜o gaussianas com des-
vio padra˜o determinado pela segunda derivada de entropia em torno do ponto de
equil´ıbrio. Para outras quantidades termodinaˆmicas, pode ser encontrada uma forma
ana´loga de la´ chegar, sendo β a segunda derivada positiva do potencial termodinaˆmico
em causa. Sublinhe-se aqui a importaˆncia de estarmos pro´ximos do equil´ıbrio termo-
dinaˆmico para chegar a` forma gaussiana da amplitude da flutuac¸a˜o, porque so´ isso
justifica o facto da primeira derivada de entropia ser nula e desprezarmos os termos
de ordem superior a 3.
Com base neste pressuposto e procurando confirmar a natureza ato´mica da mate´ria,
Einstein[11] explicou a agitac¸a˜o de uma part´ıcula em suspensa˜o num l´ıquido, hoje co-
nhecido como movimento browniano. Assume-se que uma part´ıcula relativamente
grande face a`s part´ıculas do flu´ıdo onde esta´ imersa, chamada part´ıcula browniana, e´
muito mais lenta que aquelas e, como resultado, experimenta choques ra´pidos deriva-
dos de flutuac¸o˜es na densidade do flu´ıdo[21]. Enta˜o, podem-se escrever as equac¸o˜es












onde x(t) e v(t) sa˜o, respectivamente, a posic¸a˜o e a velocidade da part´ıcula brow-
niana de massa m, γ e´ o coeficiente de viscosidade e ξ(t) e´ a componente dinaˆmica
que representa as flutuac¸o˜es na densidade do flu´ıdo, tambe´m conhecida por forc¸a de
Langevin. Estas equac¸o˜es, (2.7) e (2.8), designam-se por equac¸o˜es de Langevin do
movimento da part´ıcula browniana.
A forc¸a de Langevin ξ(t) e´ um termo novo relativamente a` mecaˆnica da part´ıcula
isolada e, sobre ele, teˆm que se assumir alguns pressupostos para que as equac¸o˜es do
movimento nos possam levar a algum lado. Aquele que nos interessa, que e´ sustentado
em (2.6) que, por sua vez, implica ser uma flutuac¸a˜o pro´xima do equil´ıbrio, e´ que
ξ(t) e´ Gaussiana e que a me´dia nas realizac¸o˜es de ξ(t), a t fixo, e´ igual a zero.
Adicionalmente, e´ markoviano e estaciona´rio (adiante voltaremos a este pressuposto)
e a autocorrelac¸a˜o vem
< ξ(t1)ξ(t2) >= gδ(t1 − t2) (2.9)
A resoluc¸a˜o das equac¸o˜es do movimento leva-nos a` relac¸a˜o de Einstein[11] entre
o coeficiente de difusa˜o e o coeficiente de viscosidade, fazendo a ponte entre uma
grandeza microsco´pica, o coeficiente de difusa˜o, e uma macrosco´pica. A resoluc¸a˜o na˜o
tem particular interesse para no´s porque estamos interessados apenas nas equac¸o˜es do
movimento que regem o movimento Browniano, a`s quais voltaremos depois de fazer
um pequeno pareˆntesis relativamente ao cara´cter markoviano.
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Uma vez definida uma varia´vel aleato´ria como X = ω(x), pode-se definir uma
infinidade de outras varia´veis aleato´rias a partir da primeira[34] como
YX(t) = f(x, t) (2.10)
que se designa por processo estoca´stico. A` func¸a˜o ordina´ria onde substitu´ımos X
por uma das suas realizac¸o˜es x chama-se realizac¸a˜o do processo. Daqui pode-se
estabelecer a caracterizac¸a˜o do processo com base na densidade de probabilidade




e, em termos gerais, para uma sequeˆncia de instantes t0, t1, t2, ..., tn, temos o momento
de ordem n dado por
〈Y (t0)Y (t1)Y (t2)...Y (tn)〉 =
∫
YX(t0)YX(t1)YX(t2)...YX(tn)PX(x)dx (2.12)
De particular interesse e´ a func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o dada por
〈Y (t1)Y (t2)〉 = 〈(YX(t1)− 〈YX(t1)〉) (YX(t2)− 〈YX(t2)〉)〉 (2.13)
que, para t1 = t2 resulta na variaˆncia do processo. Os processos em que as medidas dos
momentos sa˜o constantes para qualquer translacc¸a˜o no tempo dizem-se estaciona´rios.
Uma propriedade fundamental dos processos estoca´sticos na histo´ria da F´ısica (e,
consequentemente, das Financ¸as Quantitativas) e´ a propriedade de Markov. Quando,
num processo estoca´stico, para qualquer conjunto de n instantes sucessivos t1, t2, ..., tn
se tem
P1|n−1 (yn, tn|yn−1, tn−1; yn−2, tn−2; ...; y1, t1) = P1|1 (yn, tn|yn−1, tn−1) (2.14)
ou, por extenso, a probabilidade de termos yn em tn, conhecendo todas as realizac¸o˜es
de Y nos instantes anteriores, e´ igual a` probabilidade de termos yn em tn conhecendo
apenas a sua realizac¸a˜o em tn−1, sendo irrelevantes as realizac¸o˜es da varia´vel aleato´ria
em todos instantes anteriores a tn−1. Se tal se verificar, diz-se que estamos perante um
processo de Markov. A P1|1 chamamos de probabilidade de transic¸a˜o e um processo
de Markov fica completamente caracterizado se conhecermos P1(y1, t1) e P1|1.
Apesar de, nas expresso˜es acima, se poder inferir que a varia´vel aleato´ria Y esta´
definida sobre um domı´nio unidimensional, toda a formulac¸a˜o continua va´lida num
domı´nio multidimensional, pelo que Y pode encerrar muito mais que uma varia´vel.
E, se um dado processo f´ısico na˜o e´ markoviano, e´ poss´ıvel introduzir componentes
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adicionais de forma a que possa ser encarado como um processo markoviano. O papel
destes componentes adicionais e´ introduzir informac¸a˜o detalhada, que estava antes
embebida nas varia´veis que estavam sob ana´lise e, por princ´ıpio, todo o sistema f´ısico
fechado poder ser descrito por um processo de Markov que envolva todas as varia´veis
do seu espac¸o fase e, portanto, nessas condic¸o˜es, e´ garantido o cara´cter markoviano
do processo pela inclusa˜o de varia´veis (o que na˜o significa que seja poss´ıvel incluir
essas varia´veis). Se o sistema e´ aberto (e por aberto queremos dizer que na˜o temos
conhecimento dos fluxos com reservato´rios envolventes), o cara´cter markoviano na˜o
esta´ garantido, porque sabemos que o nu´mero de varia´veis do sistema e´, em si mesmo,
varia´vel e, nestas condic¸o˜es, na˜o podemos assumir que existe um processo na forma
(2.14). Ou seja, o cara´cter markoviano de um processo e´ uma questa˜o de escolha
de varia´veis para um sistema fechado. Mas num sistema aberto esse conjunto de
varia´veis, a existir, na˜o reflecte o real comportamento do sistema a na˜o ser que esse
conjunto de varia´veis reflicta a histo´ria do sistema e, logo, o cara´cter markoviano do
processo e´ um mero artif´ıcio matema´tico, na˜o um reflexo da f´ısica subjacente.
Se fixarmos a sequeˆncia de instantes em t1, t2, t3, integrarmos em y2 e dividirmos
os dois lados da equac¸a˜o por P1(y1, t1) temos
P1|1 (y3, t3|y1, t1) =
∫
P1|1 (y3, t3|y2, t2)P1|1 (y2, t2|y1, t1) dy2 (2.15)
que se trata da conhecida equac¸a˜o de Chapman-Kolmogorov, que estabelece a forma
da probabilidade de transic¸a˜o de qualquer processo markoviano. Se assumirmos que
o processo e´ markoviano e homoge´neo pode-se escrever a probabilidade de transic¸a˜o
de y1 para y2, por unidade de tempo, como W (y2|y1), e escreve-se a equac¸a˜o de





W ([y|y′)P (y′, t)−W (y′|y)P (y, t)] dy′ (2.16)
que tambe´m e´ chamada de equac¸a˜o mestra que, sendo equivalente a (2.15), tem uma
interpretac¸a˜o diferente[34].
A equac¸a˜o de Chapman-Kolmogorov e´ uma equac¸a˜o na˜o-linear que resulta do
cara´cter markoviano do processo, mas na˜o encerra nenhuma informac¸a˜o adicional
sobre o processo em si. Na equac¸a˜o mestra tomam-se em considerac¸a˜o as probabi-
lidades de transic¸a˜o de um sistema espec´ıfico e temos uma equac¸a˜o linear para as
probabilidades de realizac¸a˜o dos estados do sistema. Se exprimirmos a probabilidade
de transic¸a˜o em func¸a˜o do tamanho do salto r ≡ y′ − y de forma que
W (y|y′) = W (y; r) (2.17)






W (y − r; r)P (y − r, t)dr − P (y, t)
∫
W (y;−r)dr (2.18)
Assumindo que apenas pequenos saltos ocorrem (pressuposto muito importante daqui
para a frente) e assumindo que tambe´m P (y, t) varia de forma lenta em y, pode





































que e´ chamada a equac¸a˜o de Fokker-Planck, um caso particular da equac¸a˜o mestra
cujos pressupostos subjacentes sa˜o o cara´cter markoviano do processo e os saltos












em que o conhecimento de W e´ reduzido ao conhecimento de duas func¸o˜es arbitra´rias
A(y) e B(y) que podem ser obtidas de forma emp´ırica[32]. Se se escolher um intervalo
de tempo ∆t pequeno o suficiente que y na˜o consiga mudar muito em ∆t mas grande o
suficiente para que o cara´cter markoviano na˜o se perca, enta˜o achando 〈∆y〉 e 〈(∆y)2〉
temos A(y) e B(y).
Voltando ao movimento browniano de que fala´mos no in´ıcio deste cap´ıtulo e pe-








= const = B (2.24)
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e, com a condic¸a˜o inicial P (x, 0) = δ(x), obtem-se






que e´ uma gaussiana com ma´ximo em zero e com largura que cresce com 2
√
Dt.
O processo representado por esta probabilidade de transic¸a˜o, e que esta´ associado
ao feno´meno f´ısico conhecido como movimento browniano, designa-se por processo
de Wiener e tem, como veremos, um papel fundamental nas financ¸as quantitativas.
Neste mesmo domı´nio, estamos tambe´m interessados no caso em que A(x) = A0+A1x.
No caso em que A1 < 0, a equac¸a˜o de Fokker-Planck tem como soluc¸a˜o um processo
markoviano (por pressuposto) estaciona´rio e gaussiano, designado por processo de
Ornstein-Uhlenbeck.
Embora as duas abordagens que aqui fizemos ao movimento browniano na˜o sejam
equivalentes, porque a equac¸a˜o de Fokker-Plank define um processo estoca´stico com-
pleto e a equac¸a˜o de Langevin so´ usa os dois primeiros momentos, tendo 〈ξ(t)ξ(t′)〉 =
Γδ(t− t′) demonstra-se[34] que as equac¸o˜es
dy
dt












representam o mesmo processo y, que com γ > 0 temos um processo de Ornstein-
Uhlenbeck, com γ = 0 um processo de Wiener. Porque o mundo das financ¸as quan-
titativas usa uma representac¸a˜o diferente dos processo estoca´sticos, a equac¸a˜o de
Langevin (ou a correspondente equac¸a˜o de Fokker-Planck) representa-se como
dy = A(y)dt+ C(y)dW (t) (2.29)
em que W(t) e´ um processo de Wiener.
Na˜o entrando no detalhe daquilo que e´ o formalismo associado a`s equac¸o˜es dife-
renciais estoca´sticas, porque estamos interessados apenas naquilo que lhe esta´ subja-
cente enquanto pressupostos, o movimento browniano, e particularmente o processo
de Wiener, assume uma importaˆncia basilar nas financ¸as quantitativas porque se as-
sumirmos que o comportamento de um qualquer activo transaccionado em mercado
organizado segue uma dinaˆmica de passeio aleato´rio com amplitude me´dia quadra´tica
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finita, estamos a falar de um processo de Wiener no limite do nu´mero de passos tender
para infinito. E e´ mais no conceito de passeio aleato´rio, que no conceito de movi-
mento browniano, que as financ¸as quantitativas se fundam[12]. O modelo de passeio
aleato´rio tem associado a completa independeˆncia da variac¸a˜o face a todas as outras
varia´veis envolvidas no sistema, particularmente os passos anteriores. Significa isto
que o cara´cter markoviano do processo e´ mais que uma simples escolha de varia´veis,
e´ uma imposic¸a˜o de fundo.
A t´ıtulo de conclusa˜o desta secc¸a˜o entramos um pouco pelos fundamentos das
financ¸as quantitativas voltando a Black e Scholes, por um lado, e Merton por outro,
que procuravam resolver o problema da valorizac¸a˜o de opc¸o˜es (na˜o vamos entrar em
detalhes sobre os instrumentos financeiros que podem ser consultados em detalhe
em[15]) sobre um activo que se considera seguir um passeio aleato´rio e, no limite, um
processo na forma (2.29) ou, mais concretamente,
dS = µSdt+ σSdW (t) (2.30)
Outro exemplo de equac¸a˜o diferencial estoca´stica de grande importaˆncia nas financ¸as
quantitativas e´ o passeio aleato´rio com mean-reversion na forma
dS = (ν − µS)dt+ σSdW (t) (2.31)
em que: se S e´ grande existe uma tendeˆncia para, em me´dia, o valor da variac¸a˜o
ser negativo; se S e´ pequeno, enta˜o a variac¸a˜o sera´, em me´dia, positiva. Quando
o processo em causa e´ uma varia´vel como a taxa de juro, que na˜o pode crescer
infinitamente porque o seu crescimento e´, por si so´, motivo para descer (taxas de juro
altas implicam dinheiro caro, que implica quebra na procura, que implica baixa nas
taxas de juro), ele e´ explicado por um processo deste tipo. Quando S e´ a taxa de
juro, estamos perante o modelo de Vasicek que e´ o modelo mais pro´ximo daquele que
iremos construir, embora o resultado final na˜o seja o mesmo porque na˜o nos baseamos
nos mesmos pressupostos.
Conclu´ındo, para que no domı´nio das financ¸as quantitativas se expliquem as va-
riac¸o˜es das varia´veis macrosco´picas por passeios aleato´rios ou, fisicamente, por proces-
sos de Wiener, e´ necessa´rio assumir que o sistema econo´mico, formado pelo conjunto
de mecanismos econo´micos que forma essas varia´veis, e´ equivalente a um conjunto de
mecanismos f´ısicos de um sistema termodinaˆmico fechado em equil´ıbrio e, mais, que
essas variac¸o˜es sa˜o completamente independentes das variac¸o˜es anteriores. Estes dois
pressupostos levam-nos a uma distribuic¸a˜o de probabilidade das variac¸o˜es gaussiana.
So´ que, como veremos, na˜o so´ dificilmente se pode considerar a economia como um sis-
tema fechado, como o conceito de equil´ıbrio num sistema econo´mico e´ completamente
diferente do conceito de equil´ıbrio num sistema f´ısico. Mais, a experieˆncia mostra
2.2. PROCESSOS ESTOCA´STICOS NO ESPAC¸OS FI´SICO E ECONO´MICO 21
que os modelos que se baseiam em passeios aleato´rios de amplitude me´dia quadra´tica
finita, isto e´, modelos baseados em processos de Wiener na˜o sa˜o coincidentes com a
realidade e a sua utilizac¸a˜o provoca perdas financeiras astrono´micas[33].
Para se entender o impacto de se assumir como verdadeiro que os processos econo´
micos podem ser modelados como processos estoca´sticos, vamos descrever muito su-
cintamente uma aplicac¸a˜o em Financ¸as onde esta assumpc¸a˜o e´ tomada como va´lida
e cujo impacto social e´ enorme - as medidas regulamentares de alocac¸a˜o de capital
para o risco de cre´dito.
Um banco e´, grosso modo, uma empresa que pede dinheiro emprestado por um
prec¸o, designado por taxa, para emprestar por outro mais elevado, obtendo o seu
rendimento da diferenc¸a entre o proveito do que empresta e o custo do que pede
emprestado. Na˜o havendo a possibilidade de os clientes na˜o pagarem os cre´ditos,
nada impediria um banco de pedir emprestado uma quantidade infinita de dinheiro
para emprestar uma quantidade infinita de dinheiro. Mas, existindo essa possibilidade
de facto, quando um cliente na˜o paga (incumprimento ou, em ingleˆs, default) o cre´dito
ao banco, significa que o banco tem que se substituir ao cliente no pagamento desse
dinheiro aos depositantes, com dinheiro pro´prio do banco e na˜o com dinheiro dos
seus depositantes. Se pudesse usar dinheiro dos depositantes, iria continuar a pedir
dinheiro emprestado para cobrir os clientes que na˜o pagam os cre´ditos ate´ ao ponto em
que, na˜o havendo mais depositantes, o banco quebrava. Nessa altura, o banco deixa
de pagar aos seus depositantes, entre os quais os maiores sa˜o, tipicamente, outros
bancos, que por sua vez deixam de pagar aos outros bancos e assim sucessivamente,
num feno´meno em avalanche chamado credit crash.
Enta˜o, para proteger o mundo financeiro contra este efeito de avalanche, os maiores
bancos do mundo uniram-se para criar uma regulamentac¸a˜o que proteja todos os
bancos, regulamentac¸a˜o essa conhecida como Acordos de Basileia que obrigam os
bancos a manter 8% de capitais pro´prios para responder a situac¸o˜es de risco, tais
como de risco de cre´dito. O pressuposto de que os processos econo´micos sa˜o modelados
por processos estoca´sticos e´ ainda mais importante noutro tipo de risco, o risco de
mercado mas, para o objectivo desta descric¸a˜o, o exemplo do risco de cre´dito e´ de
explicac¸a˜o mais simples. O facto de os bancos serem obrigados a manter esse n´ıvel
de capital impede-os de poderem pedir uma infinidade de dinheiro para emprestarem
uma infinidade de dinheiro.
Em 2008 entrou em vigor uma nova versa˜o do acordo[26] que permite aos bancos
usar uma versa˜o simplificada do modelo de Merton-Vasicek[35] para calcular o risco
de incumprimento. O modelo consiste em assumir que existe um factor externo a`
carteira de cre´dito de um banco representado por um processo de Wiener, dX, e que
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em que dU e´ o factor idiossincra´tico, uma distribuic¸a˜o N(0, 1), que representa a parte
da sau´de econo´mica do cliente que na˜o depende de factores externos. Assumindo que
existe um n´ıvel da ‘sau´de financeira’3 do cliente, , abaixo do qual ele na˜o consegue




1− ρdU ≤  (2.33)
em que ρ e´ a correlac¸a˜o medida entre o n´ıvel de sau´de do cliente e a evoluc¸a˜o do
factor externo, ou
−√ρdX√
1− ρ ≥ dU (2.34)
Se tomarmos um n´ıvel de sau´de do cliente a partir do valor esperado do incumpri-
mento, obtido a partir de todos os clientes no limite dos grandes nu´meros, e assumindo
que a probabilidade de incumprimento e´ uma func¸a˜o normal centrada no valor espe-
rado PD, enta˜o  = Φ−1(PD), em que Φ−1 e´ a func¸a˜o inversa da normal cumulativa.
















Esta e´ a expressa˜o segundo a qual todos os bancos do mundo devem avaliar o seu
risco de cre´dito. Medem experimentalmente uma probabilidade de incumprimento
dos eventos verificados nas carteiras de cre´dito e, com um valor de ρ imposto pelo
regulador, obteˆm a probabilidade de perda.
E´ o´bvia a importaˆncia do pressuposto de que as varia´veis envolvidas seguem proces-
sos de Wiener. Tirando este pressuposto, na˜o ha´ nada no modelo de Merton-Vasicek
e neste me´todo de avaliac¸a˜o de risco de cre´dito que seja va´lido e, consequentemente,
a possibilidade de a avaliac¸a˜o do risco de cre´dito na˜o estar de acordo com os riscos
efectivamente incorridos por todos os bancos do mundo e´ real, uma vez que as ex-
presso˜es envolvendo correlac¸o˜es na˜o sa˜o va´lidas, assim como os integrais Φ. Mas o
facto e´ que os dados experimentais evidenciam que os processos econo´micos na˜o sa˜o
processos de Wiener, como veremos mais a` frente.
3O que e´ esta ‘sau´de financeira’ e´ algo de intuitivo mas cuja definic¸a˜o rigorosa na˜o e´ necessa´ria,
atendendo que a varia´vel e´ latente.
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2.3 Redes Complexas
Quando se assume que uma dada me´trica macrosco´pica segue uma dinaˆmica seme-
lhante ao movimento Browniano, estamos a assumir um pressuposto relativamente a`
forma como a part´ıcula Browniana interage com as part´ıculas do banho: o de que o
choque com as part´ıculas que a rodeiam e´ igualmente prova´vel. Transportando isto
para o mundo dos mercados, significa que qualquer agente econo´mico executa com
igual probabilidade uma transacc¸a˜o (um ‘choque’) com qualquer outra part´ıcula na
formac¸a˜o do prec¸o. No entanto, as evideˆncias emp´ıricas mostram que a dinaˆmica
humana, ao contra´rio da part´ıcula no banho termodinaˆmico, rege-se por interacc¸o˜es
completamente anisotro´picas em que ha´ vizinhos com quem a ‘part´ıcula’ humana
interage mais facilmente que outros, naquilo a que se designa por redes complexas.
Na˜o existe uma definic¸a˜o consensualmente aceite de ‘rede complexa’, mas a noc¸a˜o
de que e´ um sistema organizado sem a aplicac¸a˜o de um princ´ıpio base ou, de outra
forma, que e´ um sistema em que o estudo detalhado de uma das partes em nada
contribui para o conhecimento do seu funcionamento e´ uma boa aproximac¸a˜o[27].
Nesta secc¸a˜o, vamos debruc¸ar-nos sobre o conhecimento actual de redes complexas,
com maior incideˆncia sobre o tipo de rede de Baraba´si-Albert[1] cujas caracter´ısticas
sa˜o mais compat´ıveis com as evideˆncias experimentais.
Vilfredo Pareto[38] descobriu empiricamente que 80 % da riqueza em Ita´lia nos
finais do se´c. XIX era detida por 20% das pessoas, o que passou a ser designado por
lei 80-20. Mais recentemente, Paul Krugman[20] e Nassim Nicholas Taleb[33], talvez
os economistas mais media´ticos da actualidade, foram mais radicais sugerindo que
esta lei deveria ser a lei 95-5, ou mesmo 99-1, apesar do bem-estar das populac¸o˜es
ser incomparavelmente superior no in´ıcio do se´c. XXI na Europa do que era no fim
do se´c. XIX em Ita´lia. Independentemente da proporc¸a˜o, o facto e´ que as diferenc¸as
entre os seres humanos na˜o so´ deram origem a`quilo a que chamamos economia, como
geraram uma desproporc¸a˜o nas relac¸o˜es econo´micas, algo completamente oposto ao
que e´ esperado num meio homoge´neo. Estas desproporc¸o˜es sa˜o indicativas de que a
rede de relac¸o˜es econo´micas e´ uma rede complexa.
Uma rede e´ constitu´ıda por no´s e por ligac¸o˜es entre estes[22]. Tudo o que quisermos
dizer mais de cada um destes objectos depende do problema que estamos a tratar, i.e.,
da rede que estamos a estudar. Comec¸ando pelas ligac¸o˜es, estas podem ser sime´tricas
ou na˜o. A ligac¸a˜o de amizade entre duas pessoas ou uma ligac¸a˜o Lennard-Jones entre
dois a´tomos sa˜o ligac¸o˜es sime´tricas, no sentido em que a natureza do sistema na˜o se
altera se trocarmos os no´s unidos pela ligac¸a˜o. Por outro lado, o conhecimento de uma
pessoa por outra ou uma ligac¸a˜o microecono´mica como a que descrevemos na secc¸a˜o
2.1, sa˜o ligac¸o˜es em que na˜o podemos trocar os no´s sem alterar a natureza do pro-
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blema. Milho˜es de pessoas conhecem o Presidente da Repu´blica, mas este na˜o pode
conhecer milho˜es de pessoas. Numa relac¸a˜o microecono´mica, temos um produtor que
cede trabalho e um consumidor que o consome. As redes compostas por interacc¸o˜es
sime´tricas chamam-se adireccionais, enquanto aquelas que sa˜o compostas por ligac¸o˜es
assime´tricas designam-se redes direccionais. Em princ´ıpio, ligac¸o˜es ligam no´s diferen-
tes, embora existam problemas, como o caso dos autores de artigos cient´ıficos em que
as ligac¸o˜es sa˜o as citac¸o˜es, em que podem existir auto-ligac¸o˜es. Atendendo a que uma
auto-ligac¸a˜o econo´mica e´ a negac¸a˜o da pro´pria economia, vamos assumir daqui em
diante que a auto-ligac¸a˜o na˜o faz sentido.
Os no´s da rede sa˜o os objectos que determinam a criac¸a˜o, a escolha e a destruic¸a˜o
das ligac¸o˜es e sa˜o estes que encerram as propriedades f´ısicas esta´ticas, como o nu´mero
de electro˜es, a riqueza, a carga gene´tica, etc. Quando combinamos as propriedades
dos objectos no´s com a forma como estes estabelecem ligac¸o˜es com os demais no´s do
sistema, temos aquilo a que os f´ısicos chamam de rede complexa. A designac¸a˜o vem do
facto da sua estrutura ser demasiado complexa para ser tratada de forma anal´ıtica,
por estarmos a falar de sistemas com uma infinidade de varia´veis envolvidas com
eventos de criac¸a˜o e destruic¸a˜o que na˜o sa˜o determin´ısticos. No entanto, existem
formas tipificadas de rede que nos permitem ter uma aproximac¸a˜o a`s redes reais que
pretendemos estudar. Existem treˆs importantes tipos de topologia principais de redes
complexas que descreveremos de seguida.
As redes aleato´rias, ou redes de Erdo¨s-Re´ny , caracterizam-se pela probabilidade
de um no´ se ligar a outro ser func¸a˜o do nu´mero total de no´s, N , e por a probabilidade






em que k e´ o nu´mero me´dio de ligac¸o˜es na rede (uma me´trica macrosco´pica, portanto).
As redes aleato´rias, no entanto, explicam mal as redes sociais reais porque teˆm
um baixo coeficiente de clustering, isto e´, teˆm um nu´mero baixo de ligac¸o˜es aos no´s
que esta˜o ligados aos no´s vizinhos. Ou, usando a analogia da amizade, amigo do
meu amigo na˜o aparece como meu amigo, o que nas redes humanas surge como uma
caracter´ıstica importante. Uma topologia que reflecte essa caracter´ıstica e´ a small-
world, em que os N no´s sa˜o dispostos em cadeia e ligados com k0 vizinhos. Com
probabilidade p, que e´ um paraˆmetro da rede, cada ligac¸a˜o e´ reconstru´ıda passando
a ligar-se a um dos N no´s, dando assim uma rede dominada pelos vizinhos mais
pro´ximos, mas com algumas ligac¸o˜es aos vizinhos mais afastados.
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Tanto as redes aleato´rias, como as small-world, teˆm o problema de na˜o cresce-
rem, nem em nu´mero de no´s, nem em nu´mero de ligac¸o˜es e, consequentemente, sa˜o
sistemas com uma dinaˆmica muito limitada. Outra caracter´ıstica que as torna ina-
dequadas para o tratamento de muitas redes humanas e´ o facto de na˜o existir um
crite´rio segundo o qual a ligac¸a˜o a um no´ e´ prefer´ıvel a` ligac¸a˜o a outro no´. Este
factor e´ vis´ıvel em va´rios resultados experimentais[2] em que, em va´rias redes sociais
estudadas, quando um novo no´ entra na rede tende a ligar-se aos no´s que ja´ teˆm
mais ligac¸o˜es. Para resolver, quer o problema do crescimento, quer o problema da
ligac¸a˜o preferencial, foram desenvolvidas por Baraba´si-Albert[1] aquelas que hoje sa˜o
chamadas de redes de Baraba´si-Albert que, recordemos, sa˜o modelos que se destinam
a explicar redes mais complexas.
Va´rios estudos[2] demonstram que muitas redes envolvendo seres humanos sa˜o redes
livres de escala, isto e´, a distribuic¸a˜o do nu´mero de primeiros vizinhos, ou grau, segue
uma lei de poteˆncia, i.e.,
P (k) ∝ k−γ (2.38)
e de que a lei de Pareto e´ uma evideˆncia. Por isso vamos focar-nos mais neste modelo
de rede. O modelo de redes livres de escala de Baraba´si-Albert foi introduzido em
1997 para modelar redes de sistemas abertos, que teˆm um dado crescimento associado
e teˆm a caracter´ıstica da ligac¸a˜o preferencial.
Uma rede de Baraba´si-Albert segue um algoritmo relativamente simples. O sistema
e´ iniciado com um pequeno nu´mero (m0) de no´s e, em cada passo do tempo, adiciona-
mos um novo no´ com m ligac¸o˜es, que ligam o novo no´ a m no´s diferentes ja´ presentes
no sistema. Quando escolhemos os no´s aos quais o novo no´ se liga, assume-se que a
probabilidade de ligar ao no´ i depende do nu´mero de ligac¸o˜es que esse no´ ja´ tem, ki,





Depois de t vezes esta rotina, temos uma rede com N = m0 + t no´s e mt ligac¸o˜es
e a rede resultante e´ uma rede invariante de escala, tal como (2.38) com γ = 3.
Detalhe importante na construc¸a˜o destas redes e´ que as ligac¸o˜es sa˜o todas iguais e
adireccionais. Isto implica que a dinaˆmica da rede se fac¸a exclusivamente pela adic¸a˜o
de novos no´s e que todas as ligac¸o˜es teˆm o mesmo peso.
Se as ligac¸o˜es sa˜o direccionais, teˆm-se duas conectividades envolvidas, a de sa´ıda e
a de entrada, e duas distribuic¸o˜es de probabilidade
P (kin) ∝ k−γinin (2.40)
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P (kout) ∝ k−γoutout (2.41)
Ha´ uma considera´vel produc¸a˜o cient´ıfica sobre redes complexas a` qual falta, como
ja´ referimos, a filtragem que o tempo exerce sobre o que e´ realmente importante, e
que pode ser consultada nos resumos[22] e[2]. Para o nosso trabalho, o modelo de
Baraba´si-Albert fornece aquilo que nos parece fundamental para uma aproximac¸a˜o a
uma rede econo´mica, ao crescimento e ao mecanismo da ligac¸a˜o preferencial.
Os dados experimentais ja´ publicados sobre redes humanas, muito favorecidos pelas
bases de dados que a internet proporciona, indiciam que o modelo de Baraba´si-Albert
e´ uma boa aproximac¸a˜o a`quilo que a realidade demonstra. Os links entre sites de
internet, uma subconjunto da economia, tem γin = 2.1 e γout = 2.45 depois de
estudados 325729 no´s. Mas os exemplos repetem-se e em[2] encontram-se va´rios
exemplos de redes humanas, alguns subconjuntos da economia, que revelam o mesmo
tipo de comportamento.
Resumindo, as evideˆncias experimentais de que as organizac¸a˜o humanas e, particu-
larmente, a economia na˜o sa˜o redes aleato´rias mas sim redes livres de escala, existem
desde os fins do se´c. XIX e, com o desenvolvimento da internet, surgiram estudos
mais rigorosos. Neste trabalho usaremos o modelo de Baraba´si-Albert para os ca´lculos
nume´ricos.
2.4 Criticalidade Auto-Organizada
O conceito de equil´ıbrio avanc¸ado por Von Neumman[36] para o equil´ıbrio microe-
cono´mico no estabelecimento de um prec¸o e´, do ponto de vista f´ısico, aquilo que se
designa de equil´ıbrio termodinaˆmico, que e´ uma propriedade dos sistemas f´ısicos fecha-
dos, ou em equil´ıbrio com um reservato´rio fechado onde esta´ mergulhado. Tambe´m
toda a formulac¸a˜o do movimento browniano se baseia no pressuposto que estamos
num sistema fechado pro´ximo do equil´ıbrio. Na realidade, o conceito de sistema fe-
chado e´ uma aproximac¸a˜o aos sistemas montados em laborato´rio porque em F´ısica
so´ um sistema se considera verdadeiramente isolado - o universo. Os sistemas reais
sa˜o sistemas onde a troca irregular de massa e energia com o exterior e´ a regra, na˜o
a excepc¸a˜o. Por exemplo, o planeta Terra (tal como os outros planetas do sistema
solar) recebe um fluxo permanente de energia do Sol, que processa parte e dissipa
outra parte naquilo a que se chama de estado estaciona´rio fora do equil´ıbrio.
A diferenc¸a fundamental entre um sistema em equil´ıbrio e um sistema que se
mante´m num estado estaciona´rio fora do equil´ıbrio e´ que, perante um est´ımulo ex-
terno, o sistema em equil´ıbrio responde de forma linear e o sistema num estado es-
taciona´rio fora do equil´ıbrio, na˜o[16]. Habitualmente, sistemas que se encontram em
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estados fora do equil´ıbrio, de forma mais ou menos permanente, exibem um compor-
tamento sem escala caracter´ıstica aparente e sem uma dimensa˜o previs´ıvel. Este com-
portamento, em que o sistema se mante´m num estado permanente fora do equil´ıbrio,
e´ chamado de criticalidade auto-organizada pela forma como o sistema se organiza a
si mesmo de modo a manter-se num estado cr´ıtico. E e´ esse, como veremos mais a`
frente, o comportamento t´ıpico dos sistemas econo´micos revelado nos ı´ndices bolsistas
principais. Nesta secc¸a˜o, vamos descrever o mais simples dos modelos de criticalidade
auto-organizada, o modelo BTW para a pilha de areia[29], e faremos uma descric¸a˜o
mais formal das ‘avalanches’ associadas ao feno´meno da criticalidade auto-organizada
(SOC, do ingleˆs Self-Organized Criticality).
Imaginemos uma pilha de areia em cima de uma mesa, sobre a qual vamos largando
um gra˜o de areia numa posic¸a˜o aleato´ria. Inicialmente, os gra˜os movimentam-se a`
medida que caiem para uma posic¸a˜o de baixa energia e dizemos que o sistema tem
muitas avalanches pequenas e localizadas. Apenas um gra˜o se mexe, com pouca ou
nenhuma influeˆncia sobre os demais gra˜os do sistema. Neste caso, o sistema esta´ num
estado em que podemos observar um equil´ıbrio termodinaˆmico - a resposta do sistema
e´ linear face ao est´ımulo externo. Mas, a` medida que vamos adicionando gra˜os a` pilha
de areia, esta vai crescendo de tamanho porque a fricc¸a˜o entre os gra˜os consegue
manter uma dada inclinac¸a˜o na pilha e esta vai acumulando energia potencial. No
entanto, existe uma inclinac¸a˜o na pilha a partir da qual a pilha tem que libertar
essa energia por meio de uma avalanche que envolve va´rios gra˜os. A avalanche na˜o
liberta toda a energia potencial tornando a pilha num monte de areia chato, apenas
reorganiza os gra˜os de forma a que a inclinac¸a˜o fique abaixo daquela de onde pode
continuar a crescer. Continuando a acrescentar gra˜os, o sistema vai intervalando
as situac¸o˜es de avalanche e de crescimento, mantendo-se permanentemente fora do
equil´ıbrio.
Se a inclinac¸a˜o da pilha e´ muito baixa, enta˜o esta pode receber muitos gra˜os sem
se observar uma reacc¸a˜o que na˜o o crescimento. Se a inclinac¸a˜o for muito elevada, as
avalanches tendem a baixa´-la. Os gra˜os auto-organizam-se de forma a que a inclinac¸a˜o
va´ oscilando em torno daquele que e´ o seu estado estaciona´rio. No entanto, temos uma
grande diferenc¸a face a`s oscilac¸o˜es que vimos nos processos estoca´sticos em equil´ıbrio
termodinaˆmico. Embora o tamanho das avalanches seja influenciado pelo limite do
sistema, cada gra˜o pode gerar uma avalanche sem limite (que na˜o o imposto pelo
tamanho do sistema). Ou, de outra forma, na˜o existe um tamanho caracter´ıstico para
a amplitude da oscilac¸a˜o como acontece, por exemplo, quando esta amplitude segue
uma curva gaussiana. Adicionalmente, como podemos facilmente inferir da mecaˆnica
da pilha, o processo de crescimento por adic¸a˜o de gra˜os ocorre numa escala de tempo
diferente da avalanche. Enquanto o crescimento da pilha e´ ta˜o ra´pido quanto a taxa de
adic¸a˜o de gra˜os o determina, a avalanche e´ ta˜o ra´pida quanto a necessidade de reduzir
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a inclinac¸a˜o impo˜e, envolvendo o nu´mero de gra˜os que isso implicar e, tipicamente, a
uma taxa muito maior do que a do crescimento. Desta forma, a oscilac¸a˜o em torno
deste estado estaciona´rio, a que chamamos cr´ıtico (a justificac¸a˜o do nome veremos
mais adiante), tem uma caracterizac¸a˜o completamente distinta daquela que e´ uma
oscilac¸a˜o em torno de um sistema em equil´ıbrio termodinaˆmico.
O modelo BTW[29] a uma dimensa˜o, o mais simples dos modelos representando
um sistema SOC, e´ baseado no paradigma da pilha de areia. Considera-se uma rede
unidimensional com L s´ıtios i = 1, 2, 3, ... em que se impo˜e que os gra˜os na˜o podem
tomar posic¸o˜es abaixo de i = 1 e se, eventualmente, tomarem uma posic¸a˜o para la´
de i = L saem do sistema. Em cada s´ıtio da rede podem estar alojados mais do que
um gra˜o, o que faz com que tenhamos associada ao s´ıtio uma medida de ‘altura’, hi,
dada pelo nu´mero de gra˜os que o s´ıtio pode alojar. A inclinac¸a˜o no s´ıtio e´ dada por
zi = hi − hi+1, com a convenc¸a˜o hL+1 = 0.
A todo o sistema e´ atribu´ıdo um limite de inclinac¸a˜o zth acima do qual o s´ıtio na˜o
consegue alojar mais gra˜os, dando origem a` avalanche. Nessa altura, o s´ıtio i faz cair
sobre o s´ıtio i + 1 um gra˜o e, com isso, altera a sua altura hi → hi − 1 e a altura
do s´ıtio i + 1 para hi+1 → hi+1 + 1. O s´ıtio i + 1 tera´ agora que fazer a sua pro´pria
contabilidade e se zi+ 1 > zth enta˜o o s´ıtio i + 1 tera´ que fazer cair um gra˜o para
o s´ıtio i + 2 e assim, sucessivamente, ate´ que haja um s´ıtio onde a contabilidade da
inclinac¸a˜o resulte inferior a zth e a avalanche pare. O modelo corre impondo uma
adic¸a˜o regular de gra˜os ao sistema.
Este modelo e´ muito simples, mas faz reflectir todas as caracter´ısticas de um sistema
cr´ıtico auto-organizado, como a resposta na˜o linear ao est´ımulo externo, sem outra
dimensa˜o caracter´ıstica que na˜o L e a organizac¸a˜o do sistema para que este oscile em
torno de um ponto cr´ıtico. O facto de ser unidimensional, esconde o facto de em redes
na˜o regulares o valor de zth na˜o poder ser constante em toda a rede[17] mas, para uma
descric¸a˜o sucinta de um modelo de um sistema cr´ıtico auto-organizado e como base
de outros modelos mais sofisticados, o modelo BTW foi extremamente importante.
Na natureza, existem va´rios feno´menos que podem ser descritos com evoluc¸o˜es do
modelo BTW como, por exemplo, a ocorreˆncia de terramotos. O sistema de placas
tecto´nicas da crosta terrestre esta´ a receber, de forma permanente, ‘gra˜os’ de energia
devido a` formac¸a˜o nas zonas de rift de nova crosta, que e´ destru´ıda junto a`s placas
continentai por subducc¸a˜o. Este movimento faz com que as placas se movimentem
umas relativamente a`s outras, gerando, com o atrito, a ‘inclinac¸a˜o’ da pilha de areia.
Quando a energia acumulada numa placa vence o atrito com a outra placa da´-se o
terramoto ou, por analogia, a avalanche, cuja magnitude segue uma lei coincidente
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com o esperado num sistema cr´ıtico auto-organizado, uma lei de poteˆncia designada
por lei de Gutenberg-Richter.
Do ponto de vista formal, a criticalidade auto-organizada pode ser explicada se
tomarmos a avalanche como um processo multiplicativo, como veremos de seguida.
Seja X uma varia´vel aleato´ria que assume valores discretos na˜o negativos e definimos
pk = P (X = k) (2.42)




pk = P (X < +∞) (2.43)
e














P (X ≥ k) =
+∞∑
k=0
P (X > k) (2.46)
Seja z complexo tal que |z| ≤ 1. Define-se neste domı´nio a func¸a˜o
g(z) = p0 + zp1 + z




o que, pela definic¸a˜o de valor esperado (2.45) nos da´
g(z) = E(zX) (2.48)
A func¸a˜o g chama-se func¸a˜o geradora de probabilidade da sequeˆncia {pk} ou, mais
vulgarmente, func¸a˜o geradora de probabilidade da varia´vel aleato´ria X. Como pk ≥ 0,
0 ≤ ∑ pk ≤ 1 e |z| ≤ 1 enta˜o a se´rie de poteˆncias (2.47) converge uniformemente e
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Note-se que g(0) = p0 e g(1) =
∑+∞
k=0 pk = P (X < +∞). Derivando uma vez em















kpk = E(X) (2.51)
Suponhamos agora que temos um conjunto de varia´veis aleato´rias, Xn, independentes
e identicamente distribu´ıdas (i.i.d.), discretas, na˜o negativas e finitas para as quais
podemos definir uma func¸a˜o geradora de probabilidade comum gX(s) = E(s
X1) . Seja
tambe´m N uma varia´vel aleato´ria discreta e na˜o negativa independente de todas as
Xn com func¸a˜o geradora de probabilidade gN(s) = E(s
N). Definimos a soma aleato´ria
S =
∑N
k=1Xk que e´ S = 0 se N = 0 e S =
∑n
k=1Xk se N = n > 0. Desta forma, S









k=1Xk |N = n)P (N = n) (2.53)
como as Xn sa˜o independentes, tambe´m as s
Xn sa˜o e
gS(s) = P (N = 0) +
+∞∑
n=1
E(sX1)E(sX2)....E(sXn)P (N = n) (2.54)
como as Xn sa˜o identicamente distribu´ıdas, tambe´m as s
Xn sa˜o e




nP (N = n) (2.55)
logo, temos
gS(s) = gN(gX(s)) (2.56)
e este resultado e´ particularmente importante para o nosso problema, como veremos
de seguida.
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Em 1874, Francis Galton e o reverendo Watson formularam o problema da ‘extinc¸a˜o
das famı´lias’ (do nome do pai) ao longo de gerac¸o˜es naquilo que hoje e´ conhecido como
o processo de Galton-Watson.
Consideremos um tipo de objecto que pode gerar objectos do mesmo tipo (fi-
lhos). Como exemplos destes objectos podemos considerar bacte´rias ou neutro˜es
numa reacc¸a˜o em cadeia. Ao conjunto inicial de objectos chama-se gerac¸a˜o zero, aos
seus filhos gerac¸a˜o 1, aos filhos destes gerac¸a˜o 2 e assim sucessivamente. Representa-se
por Zn a populac¸a˜o, isto e´, o nu´mero de objectos, correspondente a` n-e´sima gerac¸a˜o.
E vamos tomar dois pressupostos de base:
1. Zn forma uma cadeia de Markov, i.e., a lei de probabilidade que governa uma
gerac¸a˜o so´ depende da gerac¸a˜o anterior e na˜o das anteriores a esta;
2. O nu´mero de filhos de um objecto na˜o depende do nu´mero de objectos presentes.
Adicionalmente, sem perda de generalidade, vamos considerar que Z0 = 1. Com base
nisto, vamos representar por P a medida de probabilidade tal que a distribuic¸a˜o de
Z1 e´ dada por P (Z1 = k) = pk, com k = 0, 1, 2, ... e
∑
pk = 1. Assumindo que pk
na˜o depende explicitamente da gerac¸a˜o, a expressa˜o P (Zn = k) = pk deve ser lida
como a probabilidade de um elemento da n-e´sima gerac¸a˜o ter k filhos que va˜o contar,
obviamente, para a n+1-e´sima gerac¸a˜o. Enta˜o, usando o conceito de func¸a˜o geradora
de probabilidade para um conjunto de varia´veis aleato´rias discretas i.i.d. Zn, define-se





bem como os iteradores da func¸a˜o geradora como f0(s) = s, f1(s) = f(s) e fn+1 =
f [fn(s)] em que as func¸o˜es fn sa˜o as func¸o˜es geradoras de probabilidade das varia´veis
aleato´rias Zn que, como sa˜o obtidas a partir da gerac¸a˜o anterior, temos
fn+1(s) = f(fn(s)) (2.58)
e, desta forma, o processo multiplicativo fica definido de forma iterativa por meio das
func¸o˜es geradoras de probabilidade porque os momentos da distribuic¸a˜o podem ser
obtidos a partir daqui.
Por definic¸a˜o, assumimos o primeiro momento da distribuic¸a˜o de Z1 como
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e a variaˆncia como
σ2 = E(Z1)




Os momentos da distribuic¸a˜o de Zn sa˜o obtidos derivando a sua func¸a˜o geradora de








m2−m para m 6= 1
nσ2 para m = 1
(2.62)
e o conhecimento dos momentos fecha a caracterizac¸a˜o de uma distribuic¸a˜o.
O problema do estudo da avalanche[4] e´ semelhante ao problema original de Galton-
Watson da ‘extinc¸a˜o das famı´lias’. Por extinc¸a˜o entende-se a sequeˆncia aleato´ria {Zn}
que e´ nula a partir de um dado valor de n = k. A avalanche inicia-se num no´ em que
a energia ultrapassou um dado limite Uth, ou seja, Z0 = 1. Nesse instante, o no´ inicial
vai quebrar as suas ligac¸o˜es com os no´s vizinhos, Z1, e esta quebra vai contribuir de
forma negativa para os seus balanc¸os energe´ticos que, por sua vez, podem quebrar as
suas ligac¸o˜es com os seus vizinhos, e assim sucessivamente ate´ que a avalanche cessa,
quando na k-e´sima gerac¸a˜o se tem Zk = 0. Tendo o processo completamente definido
pelas suas func¸o˜es geradoras, algumas das suas propriedades sa˜o importantes para
entender o comportamento do processo.
Seja enta˜o s real. Da definic¸a˜o da func¸a˜o f como uma se´rie de poteˆncias de pk e,
se assumirmos que p0 + p1 < 1 (para afastar as soluc¸o˜es triviais), temos
1. f e´ estritamente convexa e crescente em [0,1];
2. f(0) = 0 e f(1) = 1;
3. se m ≤ 1 enta˜o f(s) > s para s ∈ [0, 1];
4. se m > 1 enta˜o f(s) = s tem uma raiz u´nica em [0, 1].
Se representarmos por q a menor raiz de f(s) = s em [0, 1], enta˜o as propriedades
anteriores obrigam a` existeˆncia dessa raiz e, mais, se m ≤ 1 enta˜o q = 1 e se m > 1
enta˜o q < 1. Como f e´ estritamente crescente, enta˜o para 0 ≤ s < q temos f(0) =
s < f(s) < f(q). Iterando estas inequac¸o˜es temos
s < f(s) < f2(s) < ... < fn(q) = q,∀n ≥ 1 (2.63)
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Daqui resulta o caso particular de fn(0) → q, que representa a probabilidade de
o processo se extinguir numa dada gerac¸a˜o n, que nos da´ o chamado teorema da
probabilidade de extinc¸a˜o (demonstrado em[14, 19]) que nos diz que a probabilidade
de extinc¸a˜o de um processo Zn e´ a raiz mais pequena, q, da equac¸a˜o s = f(s), em que
f e´, como ja´ vimos, a func¸a˜o geradora de probabilidade de Z1 = k. A probabilidade de
extinc¸a˜o e´ igual a 1 se m ≤ 1 e menor que 1 se m > 1. Sem entrar mais profundamente
no campo dos processos multiplicativos, o caso m = 1 e´ o mais interessante por
apresentar dois resultados contradito´rios. Por um lado, a probabilidade de extinc¸a˜o
do processo e´ igual a 1 e, como tal, o processo sera´ extinto; por outro, na˜o existe
o limite para a sequeˆncia de distribuic¸o˜es condicionadas {Zn|Zn > 0} o que significa
que o instante em que tal acontece e´ infinito. De forma mais intuitiva, se por um
lado o processo sem condicionantes acaba, se condicionarmos o processo a` existeˆncia
de um nu´mero positivo na˜o acaba nunca. Neste caso, em que m = 1, diz-se que o
sistema esta´ cr´ıtico (e, consequentemente, m < 1 subcr´ıtico e m > 1 supercr´ıtico).
Particularmente importante na descric¸a˜o do processo, para o nosso caso, e´ a varia´vel
aleato´ria composta pela soma de todas as gerac¸o˜es que nos da´ a dimensa˜o da avalan-





P (Z = i)wi (2.64)
a func¸a˜o geradora de Z = Z0 + Z1, com Z0 = 1.
As func¸o˜es geradoras F1, F2, F3, ..., que diferem por acrescentarmos uma gerac¸a˜o a`
soma, relacionam-se por[14]
Fn+1(w) = wf [Fn(w)], n = 0, 1, 2, ... (2.65)
Note-se que agora Z pode ser infinita mesmo que cada uma das Zn seja finita, pelo
que F (1) ≤ 1 (devido a (2.44)), ao contra´rio de f em que t´ınhamos f(1) = 1.
Vamos representar por ρ e α os raios de convergeˆncia das se´ries de poteˆncias (2.57)
e (2.64), respectivamente, e procuraremos encontrar os coeficientes da se´rie 2.64,
que nos va˜o dar a dimensa˜o da avalanche. Para tal, necessitamos de relacionar as
duas func¸o˜es geradoras de probabilidade e descobrir propriedades para F equivalentes
a`quelas descobertas para f .
Seja enta˜o
G(w, s) = wf(s)− s (2.66)
Mostra-se[28] que numa dada vizinhanc¸a de w = 0, s = 0, a u´nica soluc¸a˜o anal´ıtica
de
G(w, s) = 0 (2.67)
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e´ s = F (w). Evidentemente, esta soluc¸a˜o e´ va´lida para |w| < α e |s| < ρ. Qualquer
func¸a˜o na˜o constante, que seja desenvolvida em se´rie de poteˆncias com coeficientes
na˜o negativos e com um raio de convergeˆncia, tem duas propriedades que podemos
aproveitar para este relacionamento que estamos a fazer entre as duas func¸o˜es gera-
doras de probabilidade. A primeira e´ que a func¸a˜o com essas caracter´ısticas tem uma
singularidade no raio de convergeˆncia; a segunda e´ que o limite da func¸a˜o existe desde
que se aproxime do raio de convergeˆncia por valores inferiores. Portanto, dentro do
raio de convergeˆncia, uma func¸a˜o descrita como se´rie de poteˆncias e´ cont´ınua. Enta˜o,
para F (w), se |w| ≤ α enta˜o |s| ≤ ρ onde s = F (w) e




o que significa que f(s) na˜o tem zeros no raio de convergeˆncia de F . Dadas estas
caracter´ısticas, enta˜o F e´ um mapeamento biun´ıvoco em |w| ≤ 1. Nestas condic¸o˜es,
e´ va´lido o teorema de inversa˜o de Lagrange (tambe´m conhecido como fo´rmula de











Suponha-se[14] enta˜o que p0 > 0 e que existe um ponto a > 0 dentro do c´ırculo de
convergeˆncia de f para o qual f ′(a) = f(a)
a
. Seja tambe´m α = a
f(a)
e seja d o maior
inteiro tal que pr 6= 0 obrigue que r seja mu´ltiplo de d. Se r − 1 na˜o e´ mu´ltiplo de d,
enta˜o P (Z = r) = 0. Mas se r − 1 e´ mu´ltiplo de d, enta˜o










2 ), r →∞ (2.70)
que, para α = 1, nos diz que a probabilidade de termos um tamanho r depende de
uma poteˆncia de r. Este resultado, que se designa por teorema de Otter e cuja de-
monstrac¸a˜o detalhada pode ser consultada em[28] e[14], e´ extremamente importante
em todo o campo da criticalidade auto-organizada. Demonstra-se que, assimptoti-
camente, a probabilidade de uma avalanche, aqui representada como um processo
multiplicativo, ter uma determinada dimensa˜o (que corresponde a` soma das varia´veis
aleato´rias representativas de todas as gerac¸o˜es em que Zn > 0) e´
P (Z = r) ∝ r− 32 (2.71)
ou seja, segue uma lei de poteˆncias. Para tal, basta que α = 1, o que implica que
a = f(a) e que f ′(a) = m = 1, i.e., o valor esperado de filhos de um no´ em avalanche
que fara˜o parte da avalanche e´ de 1.
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Num sistema aberto onde e´ inserida energia de forma mais ou menos constante,
o facto de um sistema estar abaixo do n´ıvel cr´ıtico significa que as avalanches na˜o
compensam a entrada de energia e que esta crescera´ infinitamente. O facto de estar
acima do n´ıvel cr´ıtico significa que a avalanche na˜o termina e o sistema colapsara´.
O mecanismo da criticalidade auto-organizada mante´m um sistema num estado
estaciona´rio fora do equil´ıbrio que separa, como vimos, duas fases do mesmo sistema:
aquela em que as avalanches pequenas, locais e ininterruptas originam a inexisteˆncia
de ‘pilha’; e aquela em que a energia se acumula ate´ infinito que e´, naturalmente, um
sistema fisicamente imposs´ıvel atendendo a` capacidade limitada do ser humano em
transformar energia do meio ambiente para o espac¸o econo´mico.
A nossa hipo´tese neste trabalho, e induzida pelos dados experimentais, e´ que a
economia e´ um sistema cr´ıtico auto-organizado em torno de um ponto cr´ıtico que
divide duas fases do sistema, ambos correspondentes a uma na˜o economia. Ou seja,
o equil´ıbrio ta˜o insistentemente referido pelos primeiros micro-economistas, na˜o e´ um
equil´ıbrio termodinaˆmico no qual se podem observar feno´menos pro´prios de oscilac¸o˜es
em torno de equil´ıbrios desse tipo, como movimentos brownianos, mas sim um estado
estaciona´rio permanentemente fora do equil´ıbrio. E isto faz a diferenc¸a entre conseguir
e na˜o conseguir explicar os eventos econo´micos extremos.
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Cap´ıtulo 3
Modelo
O modelo que apresentamos baseia-se no fundamento da existeˆncia de uma economia e
no conhecimento actual da topologia das organizac¸o˜es humanas, ambos consequeˆncias
do facto de todos os agentes econo´micos serem diferentes. Baseados no princ´ıpio
da especializac¸a˜o, vamos considerar que cada agente vai retirar energia ao meio-
ambiente f´ısico, em cada instante, para produzir trabalho e para consumir trabalho
alheio. Os agentes sera˜o organizados numa topologia de rede direccionada, em que
os produtores se ligam aos consumidores, de forma a que, quer visto do lado da
produc¸a˜o, quer visto do lado do consumo, se possa encarar como uma rede livre de
escala[22]. Adicionalmente, vamos considerar que os agentes teˆm um comportamento
na˜o-linear quando o desbalanceamento entre a produc¸a˜o e o consumo atinge um dado
valor limite e que este vai originar o desbalanceamento dos agentes que com eles se
relacionam, provocando uma avalanche do sistema. Com isto pretendemos mostrar
que este comportamento e´ uma consequeˆncia do facto da economia ser um sistema
aberto permanentemente fora do equil´ıbrio.
Na secc¸a˜o 3.1, vamos descrever o modelo conceptual de ligac¸a˜o econo´mica e como
esta se relaciona com o fundamental da teoria microecono´mica. Na secc¸a˜o 3.2, descre-
veremos como constru´ımos a rede dupla livre de escala, mantendo os agentes simul-
taneamente como produtores e consumidores. Na secc¸a˜o 3.3 descreveremos a forma
como simulamos o comportamento na˜o-linear dos agentes e como este se traduz em
termos macrosco´picos, quer na economia real, quer no nosso modelo. Na secc¸a˜o 3.5,
descreveremos analiticamente a forma como o sistema se mante´m cr´ıtico e como os
paraˆmetros do modelo se conjugam. Na secc¸a˜o 3.6, descreveremos analiticamente
como a topologia dos agentes econo´micos influencia a forma como as quedas dos
ı´ndices principais ocorrem. Na secc¸a˜o 3.7, finalmente, descreveremos em detalhe o
modelo computacional desenvolvido para a simulac¸a˜o.
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3.1 Ligac¸a˜o Econo´mica e Agentes
O ponto cr´ıtico de qualquer analogia entre a F´ısica e a Economia e´ o facto de cada
agente econo´mico ser diferente do seu vizinho, ao contra´rio daquilo que podemos as-
sumir num flu´ıdo ou num banho termodinaˆmico. Mas e´ exactamente esta diferenc¸a
que da´ origem a` Economia[31]. E´ o facto de os agentes serem diferentes que da´ vanta-
gem competitiva a`s sociedades com economia e e´ o intercaˆmbio de especializac¸o˜es que
fundamenta a relac¸a˜o econo´mica, como vimos anteriormente. Desta forma, podemos
conceber o agente econo´mico como um transdutor de energia do espac¸o f´ısico para o
espac¸o econo´mico, onde retira energia do mundo f´ısico que o rodeia para criar ligac¸o˜es
econo´micas.
Figura 3.1: Ligac¸a˜o Econo´mica
O agente econo´mico i, representado na figura 3.1, absorve energia f´ısica para produzir
o trabalho (econo´mico) Wi recebendo em troca algo que representa o trabalho de outro
agente (j) com uma especializac¸a˜o distinta, Ej, que se relaciona com Wi por um factor
de conversa˜o αij, adimensional, a que chamaremos abusivamente de prec¸o por uma
questa˜o de facilidade de linguagem. ‘Abusivamente’ no sentido em que o prec¸o, tal
como o entendemos em economia, e´ uma quantidade de dinheiro que e´, em si mesma,
uma representac¸a˜o de trabalho e, por isso, tem dimenso˜es de trabalho, na˜o e´ um factor
adimensional. Ao par de fluxos de sentidos opostos chamaremos, ao longo de todo o
nosso trabalho, de ligac¸a˜o econo´mica. A ligac¸a˜o econo´mica e´ a part´ıcula do sistema
econo´mico. Se quisermos ver o sistema como um ga´s, aquilo que sa˜o as me´tricas
macrosco´picas do sistema sa˜o agregac¸o˜es das me´tricas destas part´ıculas. A` ligac¸a˜o
em que um agente fornece trabalho e recebe uma qualquer conversa˜o desse trabalho,
chamamos de ligac¸a˜o de produc¸a˜o, e a` ligac¸a˜o em que o agente entrega uma conversa˜o
do trabalho em troca de trabalho alheio chamamos de ligac¸a˜o de consumo. Por uma
questa˜o de facilidade de representac¸a˜o, chamamos a`s primeiras as ligac¸o˜es ‘out’ e a`s
segundas as ligac¸o˜es ‘in’. Estas designac¸o˜es sa˜o relativas a um agente porque, na
realidade, toda e qualquer ligac¸a˜o que assumimos no nosso modelo conceptual e´ uma
ligac¸a˜o de produc¸a˜o para um agente e de consumo para outro.
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De acordo com este balanc¸o energe´tico, que se sustenta nos fundamentos da existeˆn
cia de uma economia, constitu´ımos a ligac¸a˜o entre o espac¸o f´ısico e o espac¸o econo´mico







(αmi − 1)Wm (3.1)
em que a primeira parcela da direita representa o trabalho da especializac¸a˜o do agente
i adquirido pelo agente j e a segunda parcela representa o trabalho que o agente i
adquire ao agente m, isto e´, o trabalho da especializac¸a˜o do agente m. O modelo
que aqui propomos e´, neste aspecto, semelhante ao modelo de von Neumann[36] a
que nos referimos em cap´ıtulos anteriores, onde todos os agentes sa˜o simultaneamente
consumidores e produtores.
Assumindo como pressuposto que cada agente tendera´, em cada instante, a formar
novas ligac¸o˜es econo´micas para conseguir obter uma suficieˆncia mais abrangente das
especializac¸o˜es alheias e que, para isso, necessita da formac¸a˜o de novas ligac¸o˜es a
partir do trabalho da sua especializac¸a˜o ou, fisicamente, de introduzir mais energia
no sistema; temos que em cada instante vai formar-se uma equac¸a˜o de balanc¸o que














em que Lout e´ o conjunto dos agentes ao qual o agente i cede trabalho e Lin o conjunto
dos agentes ao qual o agente i recebe trabalho, como se representa na figura 3.2.
Assumindo que cada ligac¸a˜o se estabelece em unidades arbitra´rias de trabalho, de-
finimos como unidade a me´dia de trabalho econo´mico gerado sobre o universo das














definindo que U se exprime em unidades de w obte´m-se







Admitindo que as variac¸o˜es do factor de conversa˜o das ligac¸o˜es em torno de um valor
me´dio α = 〈αij〉tot se anulam em cada instante, podemos fazer uma aproximac¸a˜o de
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Figura 3.2: Esquema da Rede Econo´mica
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mean-field usando o valor me´dio como uma varia´vel macrosco´pica que influencia o
comportamento das ligac¸o˜es entre os agentes econo´micos1, temos







Ui = β (kiout − kiin) (3.6)
com β = (1− α) e temos a energia f´ısica consumida em cada instante definida em
func¸a˜o das ligac¸o˜es econo´micas que sa˜o mantidas pelo agente econo´mico.
Em resumo, a partir do fundamento da existeˆncia de uma economia, constru´ımos
um processo microsco´pico a partir do qual poderemos modelar uma economia. Para
tal, usa´mos um artif´ıcio matema´tico - estabelecer como unidade de trabalho de ligac¸a˜o
a me´dia de todas as ligac¸o˜es - uma vez que as unidades de trabalho na˜o esta˜o, nem
podem estar, estabelecidas. No nosso modelo, as diferenc¸as entre as intensidades
das va´rias ligac¸o˜es poss´ıveis numa economia reflectem-se na constituic¸a˜o de mais
ligac¸o˜es com a mesma unidade w. Usa´mos tambe´m uma varia´vel macrosco´pica, α
representativa do valor me´dio de conversa˜o do trabalho em cada ligac¸a˜o, para fazer
uma aproximac¸a˜o mean-field.
Sublinhe-se que na˜o foi usada qualquer analogia com um qualquer cena´rio da f´ısica
estat´ıstica, mas apenas a f´ısica associada a` pro´pria entidade mı´nima da economia,
a ligac¸a˜o econo´mica. Mais, o fundamento da existeˆncia de ligac¸o˜es econo´micas e´ a
diversidade de agentes econo´micos. Assim, a limitac¸a˜o que t´ınhamos a` partida para
aplicar um formalismo derivado da f´ısica, e´ ultrapassada quando podemos modelar a
economia como um ga´s de ligac¸o˜es com diferenc¸as bem estabelecidas em termos das
propriedades econo´micas dos agentes - a sua conectividade.
A f´ısica aplica este princ´ıpio inu´meras vezes - a aproximac¸a˜o de mean-field - criando
modelos perfeitos a partir dos quais pode fazer aproximac¸o˜es aos casos reais como, por
exemplo, no caso do ga´s ideal, em que tudo e´ reduzido a um conjunto de ‘bolas’ com
a mesma massa, que se diferenciam apenas pela velocidade e cujo comportamento
e´ explicado exactamente por uma varia´vel macrosco´pica, que e´ obtida da me´dia do
quadrado dessas velocidades, chamada de ‘temperatura’.
1O prec¸o e´ o resultado da oferta e da procura, de todas as ligac¸o˜es poss´ıveis, as que existem e
as que na˜o existem e, no nosso modelo, α e´ o resultado daquilo a que os economistas chamam de
equil´ıbrio entre a oferta e a procura.
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E´ importante sublinhar uma diferenc¸a substancial entre o modelo aqui apresentado
e os modelos da teoria microecono´mica[31, 36, 10] que e´ o facto de na˜o impormos
a necessidade de um equil´ıbrio. Assim, a energia f´ısica na˜o se conserva no sistema
econo´mico, ela e´ injectada no sistema a` medida que os agentes va˜o criando novas
ligac¸o˜es. Com esta abordagem, assumimos que a economia e´ um sistema f´ısico aberto
onde na˜o sa˜o impostas leis de conservac¸a˜o ou constrangimentos que impelem o sistema
para uma situac¸a˜o de equil´ıbrio.
Do ponto de vista emp´ırico, e se olharmos para a histo´ria econo´mica da humanidade,
o pressuposto de que a economia e´ um sistema permanentemente fora do equil´ıbrio e´
claramente mais sustenta´vel[7] que o pressuposto de que e´ um sistema que tende para
o equil´ıbrio[7]. Como exemplo disto, podemos ver na figura 3.3 a evoluc¸a˜o do ı´ndice
Dow Jones Industrial Average corrigido a` inflacc¸a˜o estadunidense (por ser uma das
maiores se´ries temporais de que existe registo em economia)
Figura 3.3: Evoluc¸a˜o DJIA (dados obtidos de Google Finance e US Bureau of Labor
Statistics)
em que podemos deduzir um crescimento exponencial completamente contra´rio a`
noc¸a˜o de equil´ıbrio. A eliminac¸a˜o do pressuposto de equil´ıbrio tem consequeˆncias
muito importantes na explicac¸a˜o dos comportamentos na˜o-lineares do sistema, como
veremos mais a` frente.
3.2. TOPOLOGIA DOS AGENTES 43
3.2 Topologia dos Agentes
Como vimos nos cap´ıtulos anteriores, as diferenc¸as entre os va´rios agentes humanos,
econo´ micos ou na˜o, fazem com que estes, nas suas relac¸o˜es, se afastem daquilo que
e´ comum nas ligac¸o˜es de objectos f´ısicos - a rede homoge´nea e perio´dica - para se
organizarem em redes hetero´geneas, em que os agentes que teˆm mais ligac¸o˜es sa˜o
aqueles que teˆm mais probabilidade de encontrarem novas ligac¸o˜es, a` semelhanc¸a
dos modelos que referimos em para´grafos anteriores. Em termos econo´micos, no
entanto, na˜o existe nenhum estudo que nos leve a concluir com certeza de que assim
e´. Existem apenas ind´ıcios de que assim e´, como a lei de Pareto, ou estudos em sectores
econo´micos, muito limitados, em que a facilidade de colecta de dados o permite, como
as citac¸o˜es em artigos cient´ıficos e a WWW[2]. Isto significa que na˜o existe prova de
que a topologia que vamos usar e´, na realidade, um modelo aproximado da topologia
real dos agentes econo´micos.
Para reproduzir a dupla rede livre de escala consideramos que temos N agentes
sem qualquer ligac¸a˜o entre si e comec¸amos por construir a rede de consumo. Com
uma semente de treˆs agentes (no´s) ligamos todos entre si de forma a que todos sejam
produtores e todos consumam a partir de todos. No final da construc¸a˜o da semente
temos seis ligac¸o˜es. Por cada novo no´ que introduzimos na rede, vamos seleccionar
aleatoriamente uma ligac¸a˜o das existentes como modelo e fazer uma nova ligac¸a˜o, em
que o produtor e´ o novo no´ e o consumidor e´, com probabilidade de 0.5, o produtor da
ligac¸a˜o modelo e, com probabilidade de 0.5, o consumidor da ligac¸a˜o modelo. Como as
ligac¸o˜es novas va˜o tendo mais probabilidade de irem escolhendo como consumidores
os no´s das ligac¸o˜es existentes, quanto mais ligac¸o˜es tem um no´ mais prova´vel e´ que
este se torne consumidor da nova ligac¸a˜o. No fim da construc¸a˜o da rede vamos ter
uma dupla topologia na rede direccionada que representa a economia, Erdo¨s-Re´yni[30]
do lado produtor e Baraba´si-Albert[2] do lado consumidor que podemos representar
como a probabilidade de ter kout ligac¸o˜es de produc¸a˜o e kin ligac¸o˜es de consumo na
forma
P (kout, kin) ∝ p(kout;N,M)kγin (3.7)
em que γ e´ o expoente da rede de Baraba´si-Albert e p(kout;N,M) a probabilidade
do modelo de Erdo¨s-Re´yni para N no´s e M ligac¸o˜es. Esta e´ a configurac¸a˜o inicial da
rede econo´mica do nosso modelo no instante t = 0.
Quando fazemos crescer a rede, mantendo o nu´mero de no´s constante e criando
novas ligac¸o˜es, cada nova ligac¸a˜o procura, dentro das existentes, um modelo para
usar o no´ produtor fazendo com que os no´s produtores que teˆm mais ligac¸o˜es sejam
aqueles com maior probabilidade de serem escolhidos. Para obter o no´ consumidor, a
nova ligac¸a˜o sorteia entre as existentes um modelo para usar o no´ consumidor. Desta
forma a rede em t > 0 tende para uma dupla topologia de Baraba´si-Albert expressa
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como
P (kout, kin) ∝ kγoutout kγinin (3.8)
Uma rede assim constru´ıda e´ coincidente com os fundamentos da existeˆncia da econo-
mia e com os ind´ıcios de heterogeneidade dos agentes econo´micos. Sublinhamos uma
vez mais que subjacente a estas topologias esta´ a diferenciac¸a˜o dos agentes.
3.3 Comportamento Na˜o-Linear
Para introduzir o nosso modelo de na˜o-linearidade, introduzimos uma nova medida
em cada agente a que chamamos de turnover para representar a influeˆncia do agente
na economia e que traduzimos como
Ti = kiout + kiin (3.9)
definida em unidades de trabalho econo´mico, tal como a energia. O turnover mede a
influeˆncia do agente na economia, em que os agentes que ajam como grandes produ-
tores teˆm um valor semelhante ao dos grandes consumidores e que aqueles que sa˜o,
simultaneamente, grandes produtores e grandes consumidores teˆm uma importaˆncia
ainda maior. A definic¸a˜o de turnover vai-nos servir para definir o ponto de na˜o-
linearidade que, obviamente, tem que estar ao n´ıvel do agente.
Para efeitos de modelo, assumimos que nenhum agente pode estar num n´ıvel de
consumo tal que a raza˜o entre a sua energia Ui e o seu turnover Ti esteja abaixo,
em mo´dulo, de um dado valor Uth percentual e negativo. Em termos intuitivos, e
com a ressalva de estarmos a falar em unidade de trabalho e na˜o em dinheiro (em
parte alguma desta tese o dinheiro e´ levado em conta sem ser como uma forma de
representar trabalho econo´mico), um valor muito baixo da raza˜o Ui
Ti
significa que o
agente esta´ a consumir muito para la´ daquilo que produz ou, por outras palavras,





como o de´fice percentual2. Para Uth fixo e negativo, estabelecemos como condic¸a˜o de
colapso de um no´ que
di < dth,i ≡ Uth
Ti
(3.11)
Repare-se que o de´fice e´ uma medida do agente, o que significa que o limite e´ relativo
a` importaˆncia econo´mica do agente, o que e´ coincidente com aquilo que podemos
2Na realidade, aquilo que conhecemos como de´fice da contabilidade nacional define-se da mesma
forma, mas na˜o em termos energe´ticos, como o fazemos aqui.
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observar da utilizac¸a˜o de ra´cios financeiros como medidas de probabilidade de colapso
financeiro dos agentes que, obviamente, sa˜o relativos a` dimensa˜o econo´mica do agente
e na˜o estabelecidos em valor absoluto[26]. E assim teria que ser para que se observasse
uma dinaˆmica global do sistema com variac¸o˜es de magnitude que sigam uma lei do tipo
Gutenberg-Richter[8, 17] numa topologia livre de escala, como aquela que descrevemos
atra´s.
A avalanche provocada pelo colapso de um agente, depois do caso extremo pro-
tagonizado pela sociedade de investimento Lehman Brothers Holdings Inc.[39] que
gerou a maior crise econo´mica mundial desde 1930, e´ uma histo´ria relativamente co-
mum na comunicac¸a˜o social. No nosso modelo, a avalanche e´ resultado do colapso
do agente que, ao entrar em colapso, quebra as ligac¸o˜es de consumo que tem com os
seus vizinhos.
Seja enta˜o di o de´fice do agente i que, ao receber uma nova ligac¸a˜o de consumo,
ultrapassa em valor absoluto Uth. Enta˜o as propriedades do agente i e dos seus
vizinhos j sofrem as seguintes transformac¸o˜es
Ui → Ui + βkiin (3.12a)
Ti → Ti − kiin (3.12b)
Uj → Uj − βkiout (3.12c)
Tj → Tj − kiout (3.12d)
Este colapso vai provocar a quebra de todas as suas ligac¸o˜es de consumo com os seus
vizinhos que tera˜o, tambe´m eles, um novo de´fice a calcular a partir de um novo balanc¸o
e um novo turnover recalculados de acordo com (3.12). Se o novo n´ıvel de de´fice
dos agentes vizinhos estiver abaixo do n´ıvel limite, eles tambe´m colapsam e, assim
sucessivamente, ate´ que os agentes numa dada vizinhanc¸a tenham um de´fice acima do
limite e a avalanche cesse. Este procedimento e´ semelhante ao do modelo BTW[29],
aqui aplicado aos fundamentos da existeˆncia da economia, usando as quebras das
ligac¸o˜es econo´micas como forma de transferir ‘energia potencial em excesso’ prevista
no modelo de pilha de areia BTW.
Note-se que a topologia dos agentes na˜o e´ ino´cua quanto a` dimensa˜o da avalanche.
Um agente com um grande turnover, se entrar em avalanche, vai provocar uma avalan-
che de grandes dimenso˜es porque vai ter muitos agentes a ele ligados e cujo balanc¸o
energe´tico dele depende. Dada a direccionalidade da rede, quando se quebram as
ligac¸o˜es de consumo que teˆm um contributo negativo para a energia do agente, esta˜o
a quebrar-se ligac¸o˜es de produc¸a˜o nos agentes vizinhos que teˆm, a´ı, um contributo
positivo.
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3.4 Factor de conversa˜o de trabalho (prec¸o)
Ate´ agora vimos o funcionamento do modelo como um mecanismo de troca de ligac¸o˜es
onde os agentes se ligam uns aos outros mediante mecanismos de ligac¸a˜o preferencial.
Como referimos anteriormente, os coeficientes de conversa˜o αij na˜o sa˜o prec¸os mas
sim factores de conversa˜o entre formas de trabalho e, respeitando a lei da oferta e da
procura, a` medida que as ligac¸o˜es va˜o sendo criadas entre os no´s e va˜o sendo formados
novos balanc¸os energe´ticos temos que assumir que os coeficientes de conversa˜o na˜o
sa˜o iguais entre duas ligac¸o˜es distintas e, mais, na˜o podem ser constantes no tempo
porque os no´s que as ligac¸o˜es unem va˜o sofrendo alterac¸o˜es na sua oferta e na sua
procura a` medida que novas ligac¸o˜es va˜o sendo criadas.
Enta˜o encarando kin como representativa da oferta (ha´ mais no´s a ligarem-se
para produzir) e kout como representativa da procura (ha´ mais no´s a consumirem
a produc¸a˜o deste no´) enta˜o o factor de conversa˜o αij tem que crescer monotonamente
com kout e decrescer com kin. Adicionalmente, consideramos que deve cumprir dois
requisitos adicionais. O primeiro e´ que devera´ sempre ser positiva, isto e´, na˜o existe
trabalho cedido em troca de mais trabalho cedido. O segundo requisito e´ que as deri-
vadas devem decrescer em mo´dulo conforme uma das conectividades, kin ou kout, vai
dominando a outra ou, de outra forma, quando |kout−kin| → ∞ que designaremos por
poder negocial. Por exemplo, se vamos a um supermercado comprar um refrigerante
temos um kout que domina o kin e, por isso, o facto de o comprarmos ou na˜o vai ter
uma influeˆncia muito reduzida no prec¸o e a ligac¸a˜o faz-se dominada pelo kout. Se,
por outro lado, estamos numa relac¸a˜o em que somos um dos poucos clientes, a´ı temos
uma influeˆncia real na formac¸a˜o do prec¸o, porque kout e kin sa˜o da mesma ordem de
grandeza. Enta˜o, temos
kout >> kin ⇒ αij ∼ αmax (3.13a)
kout << kin ⇒ αij ∼ αmin (3.13b)
Tendo em atenc¸a˜o estes requisitos necessitamos de materializar o factor de conversa˜o
numa entidade matema´tica pass´ıvel de ser processada num modelo nume´rico. Neste





com c > 0 como paraˆmetro. O numerador 2 surge como forma de fazermos o ponto
me´dio da func¸a˜o de degrau em 1.
Repare-se que na˜o estamos a impor nenhuma condic¸a˜o macrosco´pica sobre a forma
c¸a˜o do factor de conversa˜o, nem estamos a impor uma condic¸a˜o de equil´ıbrio geral -
αij depende apenas dos no´s que une. Ha´ que fazer a ressalva que (3.14) e´ uma func¸a˜o
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que escolhemos para satisfazer os requisitos que a teoria microecono´mica e as relac¸o˜es
econo´micas impo˜em. Nada nos indica, para ale´m disso, que o factor de conversa˜o
tem esta forma. No entanto, na˜o tendo esta forma, tera´ uma forma aproximada
que cumpra exactamente com os mesmos requisitos. Mais a` frente, reunimos as
escolhas para os termos do modelo num u´nico pressuposto que, como veremos, limita
substancialmente as escolhas dos termos do modelo.
3.5 Condic¸a˜o de Criticalidade
Usando o me´todo cont´ınuo de Baraba´si-Albert-Jeong[3], em cada vez que adicionamos
uma ligac¸a˜o pelo mecanismo de ligac¸a˜o preferencial, podemos escrever a taxa de
variac¸a˜o do nu´mero de ligac¸o˜es de um dado no´ por
∂ki
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em que m e´ a taxa de ligac¸o˜es que se formam em cada instante e N e´ o nu´mero de
no´s do sistema. Atendendo a que no nosso caso estamos a formar duas redes, a de
produc¸a˜o e a de consumo, a rede de que estamos a falar neste caso e´ a de consumo.
Relativamente a` formac¸a˜o de redes por ligac¸a˜o preferencial pelo modelo de Ba-
raba´si-Albert[1], que e´ caracterizada pela ligac¸a˜o preferencial e pelo crescimento por
no´s, o nosso modelo difere em dois factores. O primeiro, e´ que a rede se forma como
uma rede de Baraba´si-Albert ate´ que o nu´mero total de nodos esteja inserido na rede
e, da´ı em diante, as ligac¸o˜es sa˜o criadas sem que exista adic¸a˜o de no´s, isto e´, sa˜o
criadas entre os N no´s ja´ existentes. O segundo, e´ que a rede e´ direccionada e em
cada adic¸a˜o de uma ligac¸a˜o esta so´ contribui uma vez para a conectividade global




kj = mt (3.16)
em que t e´ o tempo desde o in´ıcio do sistema, o que representa o nu´mero total de















em que ti e´ o instante em que o no´ entrou na rede de consumo ou, de forma equivalente,
recebeu a primeira ligac¸a˜o de consumo, e ki(ti) o valor da conectividade na rede de
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consumo em ti que podemos assumir como sendo m. Recorrendo a` abordagem usada
em[3], a probabilidade de o nu´mero de ligac¸o˜es no no´ i ser inferior a um dado valor k
equivale a` probabilidade do instante em que foi adicionado a` rede ser maior do que o
instante caracter´ıstico de um no´ com conectividade k




Note-se que na˜o existe aqui qualquer limitac¸a˜o pelo facto de o nu´mero de no´s ser
constante. Uma vez que a rede e´ direccionada, cada ligac¸a˜o recebida por um no´
equivale a` adic¸a˜o de um novo no´ na rede, porque a relac¸a˜o entre os no´s na˜o e´ sime´trica.
Assim, a formulac¸a˜o que e´ va´lida para a adic¸a˜o de no´s numa rede adireccionada
continua va´lida para a adic¸a˜o de ligac¸o˜es numa rede direccionada. Como estamos a
adicionar uma ligac¸a˜o em cada instante, a densidade de probabilidade de ti e´ constante
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o que nos da´ o valor para a probabilidade de encontrarmos um no´ com k ligac¸o˜es de
consumo quando t→∞
P (k) ∼ mk−2 (3.23)
A abordagem para a rede de consumo e´ va´lida para a rede de produc¸a˜o.
Como vimos atra´s, o sistema esta´ cr´ıtico se o valor esperado de no´s vizinhos que
entram em avalanche em cada gerac¸a˜o e´ de 1. Para tal, precisamos de saber a pro-
babilidade de quebrar de cada vizinho de um no´ que quebra. Ora, temos a partir de
(3.12) que um no´ ao entrar em colapso corta as ligac¸o˜es de consumo com os seus kin
vizinhos e, desta forma, provoca uma reduc¸a˜o do nu´mero de ligac¸o˜es de trabalho kout.
Significa que podemos encarar o evento de colapso de um no´ vizinho como
kiout − kiin > uth(kiout + kiin) (3.24a)
kiout − 1− kiin ≤ uth(kiout − 1 + kiin) (3.24b)
que, reorganizando, podemos escrever
kiout(1− uth) > kiin(1 + uth) (3.25a)
kiout(1− uth)− 1 ≤ kiin(1 + uth)− uth (3.25b)
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ou
kiout > αkiin (3.26a)
kiout ≤ αkiin + 1 (3.26b)
com α = 1+uth
1−uth . Significa que a probabilidade de um no´ vizinho de um no´ que quebra
Pbr participar na avalanche e´ igual a` probabilidade de ocorreˆncia do evento descrito
por (3.26), isto e´
Pbr = P (αkiin < kiout ≤ αkiin + 1) (3.27)








(P (kiout = αkiin) + P (kiout = αkiin + 1)) (3.29)
Usando (3.23), temos que a probabilidade de ocorreˆncia de uma avalanche num no´





m([αkiin ] + 1))
−2 +m([αkiin + 1])
−2) ≈ m(αkiin))−2 (3.30)
Tendo o valor da probabilidade de quebra em func¸a˜o de kiin , o valor esperado de filhos
de um no´ em quebra que va˜o incorporar a avalanche e´ dado por
∞∑
kiin=1
kiinP (kiin)Pbr = 1 (3.31)









−3 = α2m−2 (3.33)
obte´m-se, finalmente, a condic¸a˜o para que o sistema se mantenha cr´ıtico
α2 = m2ζ(3) (3.34)
onde ζ e´ a func¸a˜o zeta de Riemann. E, assim, fica fechado o modelo uma vez que
α e´ func¸a˜o exclusiva de uth e m e´ equivalente ao gra˜o da nossa pilha de areia, que
temos que ajustar a` ocorreˆncia das avalanches, pelo que podemos encarar como um
gra˜o efectivo na pilha de areia.
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Porque e´ que expressa˜o (3.34) e´ importante no nosso modelo? No modelo que aqui
descrevemos, a forma do factor de conversa˜o αij, a forma do turnover, ou mesmo a
da energia econo´mica U , traduzem os requisitos impostos pela teoria microecono´mica
e pelo abandono dos pressupostos de equil´ıbrio termodinaˆmico. No entanto, a sua
forma e´ relativamente arbitra´ria, desde que cumpra com os requisitos. Por exemplo,
definimos o turnover como kin+kout para reflectir a importaˆncia de cada no´ na econo-
mia, mas uma combinac¸a˜o linear das duas varia´veis ou uma poteˆncia da soma tambe´m
cumpriria com os requisitos. Na realidade, qualquer func¸a˜o mono´tona crescente de
kin e kout cumpriria com os requisitos espec´ıficos do turnover. O mesmo racioc´ınio
pode ser aplicado a` forma de αij e de U e, sem outra informac¸a˜o adicional, o nosso
modelo seria um numa infinidade de modelos que poderiam ser constru´ıdos a partir
de um espac¸o de func¸o˜es que cumprissem com os requisitos individuais de cada factor
e, para todos os efeitos, esta escolha em particular seria um pressuposto do modelo.
No entanto, temos a condic¸a˜o de criticalidade (3.34) que resulta da escolha de
todos os factores e que fecha o modelo se os dados experimentais mostrarem que o
comportamento do sistema segue uma lei do tipo (2.71). A sua existeˆncia limita o
espac¸o de func¸o˜es a`s que cumprem com os requisitos individuais e com quais existe
uma condic¸a˜o de criticalidade. E com isto temos um u´nico pressuposto para a validade
do modelo como representac¸a˜o da realidade econo´mica: a influeˆncia no resultado das
poss´ıveis escolhas no espac¸o de func¸o˜es que cumpram com os requisitos individuais de
cada factor e que satisfac¸am uma condic¸a˜o de criticalidade e´ despreza´vel.
3.6 Topologia e Dimensa˜o da Avalanche
Se usarmos o teorema de Otter para a magnitude das avalanches, expresso em (2.70),
na˜o temos, ainda, a expressa˜o anal´ıtica que nos da´ a dimensa˜o das avalanches no
nosso sistema econo´mico. Isto porque enquanto o modelo de processo multiplicativo
de Otter[28] e´ baseado exclusivamente em no´s e as ligac¸o˜es servem apenas para os
ligar, no nosso modelo a dinaˆmica da economia faz-se em func¸a˜o das ligac¸o˜es, embora
a contabilidade se efectue nos no´s.
Se e´ r o nu´mero de no´s no processo multiplicativo que representa a avalanche




em que L e´ a dimensa˜o do sistema e γ e´ o expoente da rede que assumimos, que
podera´ ser diferente do valor 2 expresso em (3.30). Enta˜o, se conhecemos r, o nu´mero
total de no´s que sa˜o envolvidos, a quantidade de ligac¸o˜es envolvidas na avalanche e´









Assim, se a distribuic¸a˜o de avalanches de no´s e´ dada por
P (Z = r) ∝ r− 32 (3.37)
a distribuic¸a˜o de avalanches por ligac¸o˜es e´ dada por
P (K = k) ∝ k− 32γ (3.38)
Esta expressa˜o e´ importante no sentido em que relaciona o expoente da rede γ com
o expoente medido nas quebras dos ı´ndices macrosco´picos dos sistemas econo´micos,
usando como ponto de ligac¸a˜o os primeiros princ´ıpios da teoria microecono´mica.
De forma a facilitar a leitura dos dados experimentais e´ u´til usar P (K ≥ k) em vez
de P (K = k). Enta˜o






γds ∝ k− 32γ+1 (3.39)
3.7 Implementac¸a˜o Computacional
O modelo computacional foi desenvolvido em C++ e quase exclusivamente numa
arquitectura orientada a objectos. O modelo consiste em treˆs objectos fundamentais:
a ligac¸a˜o, o no´ e a economia. Uma economia e´ uma colecc¸a˜o de no´s que se ligam entre
si por ligac¸o˜es, objectos que descreveremos em detalhe.
A ligac¸a˜o e´ o objecto computacional que encapsula a refereˆncia a um no´ de origem
(produtor) e um no´ de destino (consumidor) e e´ dotada de um factor de conversa˜o,
tal como definido em 3.4
Figura 3.4: Diagrama de objectos
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O no´ e´ o objecto computacional que representa o agente econo´mico e encapsula,
para os nossos efeitos, uma colecc¸a˜o de ligac¸o˜es que se materializa no no´: aquelas
em que e´ o produtor e uma colecc¸a˜o de refereˆncias a ligac¸o˜es em que e´ o consumidor
(e que esta˜o materializadas nos respectivos no´s produtores). Apesar de o elemento
fundamental ser a ligac¸a˜o, e´ no no´ que se calculam o balanc¸o e o turnover e e´ o no´
que tem um limite abaixo do qual, quando o de´fice desce, se da´ o colapso.
O objecto economia encapsula a colecc¸a˜o de no´s (agentes) e, com ela, o conjunto
das ligac¸o˜es. Encapsula, tambe´m, a dinaˆmica da economia usando o evento de criac¸a˜o
de uma ligac¸a˜o econo´mica como a contagem do relo´gio. Este objecto e´ criado usando
como paraˆmetro o nu´mero N de no´s da rede. No instante t=0, o objecto economia cria
a rede inicial usando uma semente de treˆs no´s ligados entre si, e usando o algoritmo
indicado acima para criar uma rede livre de escala do lado consumidor e uma rede
aleato´ria (Erdo¨s-Re´yni) do lado produtor. Uma vez criada, o relo´gio e´ accionado para
criar uma ligac¸a˜o em cada instante, ligac¸a˜o essa que usa como modelo uma ligac¸a˜o
sorteada entre as existentes para obter o no´ produtor e sorteia outra ligac¸a˜o para
obter o no´ consumidor, de modo a que a tendeˆncia seja a de criar uma rede de escala
livre, quer do lado consumidor, quer do lado produtor.
Apo´s criar a ligac¸a˜o, o objecto economia consulta cada um dos no´s por ordem
aleato´ria, atrave´s de um burning algorithm[9], para apurar se entraram em colapso
(ver eqs. (3.12)). Se um no´ esta´ em condic¸o˜es de colapso, a` colecc¸a˜o dos seus no´s
vizinhos e´ aplicado o mesmo algoritmo, recursivamente, ate´ que nenhum dos no´s da




A adequac¸a˜o do modelo foi verificada usando dados reais de mercados organizados
das maiores economias do mundo. Os ı´ndices principais usados foram:
• All Ordinaries Index (ALLORDS) - ı´ndice de t´ıtulos de capital (acc¸o˜es) re-
tirado da bolsa de valores australiana e entendido como representantivo da
respectiva economia;
• Cotation Assiste´e en Continu 40 (CAC) - ı´ndice de acc¸o˜es retirado da bolsa de
valores de Paris e entendido como representativo da economia francesa;
• Deutscher Aktien-Index (DAX) - ı´ndice de acc¸o˜es retirado da bolsa de valores
de Frankfurt e entendido como representativo da economia alema˜;
• Dow Jones Industrial Average (DJIA) - ı´ndice de acc¸o˜es retirado da bolsa de
Nova Iorque e entendido como representativo da economia dos EUA;
• Financial Times Stock Exchange Index (FTSE) - ı´ndice de acc¸o˜es retirado
da bolsa de valores de Londres e entendido como representativo da economia
inglesa;
• Hang Seng Index (HSI) - ı´ndice de acc¸o˜es retirado da bolsa de valores de Hong
Kong e entendido como representativo da economia chinesa;
• Nihon Keizai Shimbun Heikin Kabuka 255 (NIKKEI) - ı´ndice de acc¸o˜es reti-
rado da bolsa de valores de To´quio e entendido como representativo da economia
japonesa;
• Chicago Bord of Exchange Interest Rate 10 - Year T-No (CBOE IR10Y) -
ı´ndice de opc¸o˜es sobre taxa de juro retirado da bolsa de valores de Chicago e
entendido como representativo da economia dos EUA.
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O conjunto de ı´ndices foi seleccionado por ter uma abrangeˆncia geogra´fica e cultural
suficiente para detectarmos alguma dependeˆncia destes factores. Selecciona´mos ainda
um ı´ndice que na˜o representa uma carteira de t´ıtulos de capital de empresas, mas sim
opc¸o˜es sobre taxa de juro, para detectarmos alguma dependeˆncia sobre o instrumento
financeiro transaccionado. Adicionalmente, atendemos a dois crite´rios:
• Existeˆncia de informac¸a˜o pu´blica fia´vel com um histo´rico dia´rio de, pelo menos,
10 anos;
• Representatividade de economias livres (raza˜o pela qual escolhemos a bolsa de
Hong Kong e na˜o a de Xangai).
Para todos os ı´ndices seleccionados analisa´mos a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es dia´rias
relativas ao valor de fecho publicado, retirados do s´ıtio Yahoo Finance. A` partida,
como queremos fazer uma comparac¸a˜o entre os valores medidos do mercado com
aquilo que seria esperado analiticamente e aquilo que nos e´ dado pelo modelo com-
putacional, a variac¸a˜o do valor de fecho de um mercado na˜o e´ compara´vel com mo-
delos que sa˜o orientados pelos eventos. E´ natural que assim seja, se estabelecemos
uma f´ısica microsco´pica debaixo do comportamento de uma varia´vel macrosco´pica.
O valor de fecho representa um processo de amostragem sobre o sistema econo´mico
subjacente. Os va´rios processos econo´micos microsco´picos va˜o funcionando, as va´rias
ligac¸o˜es econo´micas va˜o sendo criadas e destru´ıdas, e ao fim de cada dia de negociac¸a˜o
regista-se o valor da varia´vel macrosco´pica que caracteriza a economia.
Assim, para cada ı´ndice, constru´ımos aquilo a que chamamos de distribuic¸a˜o da va-
riac¸a˜o orientada ao evento onde apenas os pontos de derivada nula, da se´rie temporal
de fecho de dia, sa˜o representados. Por exemplo, dois dias seguidos de variac¸a˜o po-
sitiva representam apenas um ponto com a soma das variac¸o˜es dia´rias. Desta forma,
a medida da variac¸a˜o do mercado orientada ao evento e´ uma amostra perio´dica de
onde se elimina o tempo pela introduc¸a˜o do evento, porque a varia´vel tempo na˜o esta´
presente, nem no modelo anal´ıtico, nem no modelo computacional.
Adicionalmente, para procurarmos as avalanches que sa˜o previstas anal´ıtica e nu-
mericamente pelo nosso modelo, analisa´mos as quedas cont´ınuas nos ı´ndices iguais
ou superiores a 1.5% , considerando que dias consecutivos com o fecho em queda
constituem uma queda cont´ınua. Sa˜o sempre medidas as frequeˆncias das magnitudes
acumuladas, isto e´, a frequeˆncia da avalanche ser maior que um dado valor s. Isto
significa que os expoentes medidos sa˜o sempre com um decre´scimo de 1, assim um
expoente de −2.5 corresponde a um expoente de −1.5 para a medida da densidade
de probabilidade da magnitude.
Finalmente, apresentamos um resumo dos resultados obtidos para discussa˜o e con-
cluso˜es.
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4.1.1 ALLORDS
Foram analisados 6555 dias de nego´cio da bolsa australiana entre 3 de Agosto de 1984















Figura 4.1: Dados da se´rie temporal do ı´ndice ALLORDS. Do lado esquerdo a curva
real, do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0337% e desvio padra˜o igual a 1.0323%.


























Figura 4.2: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice ALLORDS em comparac¸a˜o com a gaussiana.
Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0859% e desvio
padra˜o igual a 2.1928%.
E´ evidente nas figuras 4.2 e 4.3 que a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es na˜o e´ coerente com
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Figura 4.3: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice ALLORDS em comparac¸a˜o com
a gaussiana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia
normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os
mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria da curva, quer pelo facto das caudas
da curva medida serem substancialmente mais ‘gordas’ do que a da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.














Figura 4.4: ALLORDS Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada
da queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.42;R2 = 0.99; t = −35.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
4.1. MERCADOS REAIS 57
4.1.2 CAC
Foram analisados 5003 dias de nego´cio da bolsa de Paris entre 5 de Marc¸o de 1990 e
18 de Dezembro de 2009.














Figura 4.5: Dados da se´rie temporal do ı´ndice CAC. Do lado esquerdo a curva real,
do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0258% e desvio padra˜o igual a 1.4405%.




























Figura 4.6: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice CAC em comparac¸a˜o com a gaussiana. Do
lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0681% e desvio
padra˜o igual a 2.9015%.
E´ evidente nas figuras 4.6 e 4.7, pela altura que as caudas da curva medida apresentam,
que sa˜o substancialmente mais ‘gordas’ que a da gaussiana. No ı´ndice CAC na˜o se
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Figura 4.7: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice CAC em comparac¸a˜o com a gaus-
siana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia norma-
lizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos
momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
observa a assimetria da curva provocada pela maior amplitude das quedas.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.
















Figura 4.8: CAC Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada da
queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.92;R2 = 0.96; t = −17.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.3 DAX
Foram analisados 4815 dias de nego´cio da bolsa de Frankfurt entre 26 de Novembro
de 1990 e 18 de Dezembro de 2009.
















Figura 4.9: Dados da se´rie temporal do ı´ndice DAX. Do lado esquerdo a curva real,
do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0370% e desvio padra˜o igual a 1.4875%.




























Figura 4.10: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice DAX em comparac¸a˜o com a gaussiana. Do
lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.1074% e desvio
padra˜o igual a 2.9940%.
E´ evidente na figura 4.10 e 4.11, pela altura que as caudas da curva medida apre-
sentam, que sa˜o substancialmente mais ‘gordas’ que a da gaussiana. No ı´ndice DAX
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Figura 4.11: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice DAX em comparac¸a˜o com a
gaussiana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia
normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os
mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
na˜o se observa a assimetria da curva provocada pela maior amplitude das quedas na
variac¸a˜o dia´ria, mas na variac¸a˜o orientada ao evento ela existe.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.

















Figura 4.12: DAX Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada da
queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.6564;R2 = 0.96; t = −17.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.4 DJIA
Foram analisados 20395 dias de nego´cio da bolsa de Nova Iorque entre 1 de Outubro
de 1928 e 18 de Desembro de 2009.


















Figura 4.13: Dados da se´rie temporal do ı´ndice DJIA. Do lado esquerdo a curva real,
do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0256% e desvio padra˜o igual a 1.1959%.



























Figura 4.14: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice DJIA em comparac¸a˜o com a gaussiana. Do
lado esquerdo, temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.7070% e desvio
padra˜o igual a 2.4508%.
E´ evidente nas figuras 4.14 e 4.15 que a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es na˜o e´ coerente com
uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria da curva, quer pelo facto das caudas
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Figura 4.15: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice DJIA em comparac¸a˜o com a
gaussiana . Do lado esquerdo, temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia
normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os
mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
da curva medida serem substancialmente mais ‘gordas’ que as da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda deve confirmar uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.













Figura 4.16: DJIA Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada da
queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.83;R2 = 0.99; t = −35.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.5 FTSE
Foram analisados 6498 dias de nego´cio da bolsa de Londres entre 2 de Abril de 1984

















Figura 4.17: Dados da se´rie temporal do ı´ndice FTSE. Do lado esquerdo a curva real,
do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0257% e desvio padra˜o igual a 1.1563%.


























Figura 4.18: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice FTSE em comparac¸a˜o com a gaussiana. Do
lado esquerdo, temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0243% e desvio
padra˜o igual a 1.8966%.
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Figura 4.19: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice FTSE em comparac¸a˜o com a
gaussiana. Do lado esquerdo, temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia
normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os
mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
E´ evidente nas figuras 4.18 e 4.19 que a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es na˜o e´ coerente com
uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria da curva, quer pelo facto das caudas
da curva medida serem substancialmente mais ‘gordas’ que as da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.













Figura 4.20: FTSE Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada da
queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.75;R2 = 0.98; t = −26.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.6 HSI
Foram analisados 5701 dias de nego´cio da bolsa de Hong Kong entre 31 de Dezembro
de 1986 e 18 de Dezembro de 2009.
















Figura 4.21: Dados da se´rie temporal do ı´ndice HSI. Do lado esquerdo a curva real,
do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0509% e desvio padra˜o igual a 1.8079%.


























Figura 4.22: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice HSI em comparac¸a˜o com a gaussiana. Do
lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0596% e desvio
padra˜o igual a 2.4992%.
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Figura 4.23: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice HSI em comparac¸a˜o com a gaus-
siana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia norma-
lizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos
momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
E´ evidente nas figuras 4.22 e 4.23 que a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es na˜o e´ coerente
com uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria da curva, quer pelo facto das
caudas da curva medida serem substancialmente mais ‘gordas’ que as da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.

















Figura 4.24: HSI Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada da
queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.31;R2 = 0.98; t = −35.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar
perante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
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superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.7 NIKKEI
Foram analisados 6386 dias de nego´cio da bolsa de To´quio entre 4 de Janeiro de 1984















Figura 4.25: Dados da se´rie temporal do ı´ndice NIKKEI. Do lado esquerdo a curva
real, do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma dis-
tribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a 0.0180% e desvio padra˜o igual a 1.4951%.


























Figura 4.26: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice NIKKEI em comparac¸a˜o com a gaussiana.
Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percentuais
para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0078% e desvio
padra˜o igual a 2.3200%.
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Figura 4.27: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice NIKKEI em comparac¸a˜o com a
gaussiana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia
normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os
mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
E´ evidente nas figuras 4.26 e 4.27 que a distribuic¸a˜o das variac¸o˜es na˜o e´ coerente
com uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria da curva, quer pelo facto das
caudas da curva medida serem substancialmente mais ‘gordas’ que as da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.













Figura 4.28: NIKKEI Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada
da queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.73;R2 = 0.98; t = −24.
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
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4.1.8 CBOE IR10Y
Foram analisados 12116 dias de nego´cio da bolsa de Chicago entre 2 de Janeiro de
1962 e 30 de Junho de 2010.


















Figura 4.29: Dados da se´rie temporal do ı´ndice CBOE IR10Y. Do lado esquerdo a
curva real, do lado direito a curva apenas com os pontos de derivada nula.
As variac¸o˜es dia´rias foram agrupadas em unidades percentuais para construir uma
distribuic¸a˜o de frequeˆncias, com me´dia igual a −0, 4315% e desvio padra˜o igual a
1.084%.


























Figura 4.30: Variac¸a˜o dia´ria do ı´ndice CBOE IR10Y em comparac¸a˜o com a gaussiana.
Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a frequeˆncia normalizada
da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais escura), com os mesmos dois
primeiros momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das curvas.
As variac¸o˜es orientadas ao evento foram tambe´m agrupadas em unidades percen-
tuais para construir uma distribuic¸a˜o de frequeˆncias com me´dia igual a 0.0215% e
desvio padra˜o igual a 2.3398%. E´ evidente nas figuras 4.30 e 4.31 que a distribuic¸a˜o
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Figura 4.31: Variac¸a˜o orientada ao evento do ı´ndice CBOE IR10Y em comparac¸a˜o
com a gaussiana. Do lado esquerdo temos a visa˜o geral da comparac¸a˜o entre a
frequeˆncia normalizada da variac¸a˜o medida (mais clara) e da gaussiana (mais es-
cura), com os mesmos momentos medidos, e do lado direito o detalhe das caudas das
curvas.
das variac¸o˜es na˜o e´ coerente com uma distribuic¸a˜o gaussiana, quer pela assimetria
da curva, quer pelo facto as caudas da curva medida serem substancialmente mais
‘gordas’ que a da gaussiana.
Partindo da hipo´tese de que o desvio da gaussiana se deve a um comportamento
cr´ıtico, o gra´fico do logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o do logaritmo do tamanho da
queda confirma uma dependeˆncia em lei de poteˆncia.













Figura 4.32: CBOE IR10Y Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acu-
mulada da queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.78;R2 = 0.98; t = −26).
Face aos indicadores de linearidade e dependeˆncia obtidos, podemos dizer estar pe-
rante uma relac¸a˜o linear entre o logaritmo da probabilidade de termos uma queda
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superior a uma dada magnitude e o logaritmo dessa magnitude.
4.2 Modelo Computacional
4.2.1 Topologia
A forma como a ‘avalanche’ e´ materializada no nosso modelo e´ pela quebra das ligac¸o˜es
de consumo que eliminam as ligac¸o˜es de produc¸a˜o nos no´s vizinhos. Como as novas
ligac¸o˜es seguem o mesmo mecanismo de ligac¸a˜o preferencial que referimos no cap´ıtulo
3, a forma como o sistema se mante´m num estado cr´ıtico estaciona´rio e´ pela reorga-
nizac¸a˜o da rede econo´mica apo´s as avalanches, aquilo a que os economistas chamam
de reestruturac¸a˜o do tecido econo´mico.
Para tal, foi efectuado um filme da distribuic¸a˜o das conectividades para o modelo
com 128000 ciclos, que na˜o e´ poss´ıvel mostrar neste documento, e do qual retira´mos
quatro ‘frames’.
Figura 4.33: Dinaˆmica da distribuic¸a˜o da conectividade (log-log) dos no´s.
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Teoricamente, atendendo a que as ligac¸o˜es sa˜o criadas por ligac¸a˜o preferencial, a dis-
tribuic¸a˜o da connectividade deveria tender para uma lei de poteˆncia e os diagramas
da figura 4.33 deveriam oscilar em torno de uma recta. Mas o mecanismo das ava-
lanches e a imposic¸a˜o de os no´s na˜o serem separados da rede provocam uma situac¸a˜o
como aquela que e´ evidente no diagrama. As avalanches provocam a erosa˜o das co-
nectvidades mais elevadas e a imposic¸a˜o de uma ligac¸a˜o faz com que as pequenas
conectividades na˜o sigam a lei de poteˆncia. Isto acontece porque a primeira ligac¸a˜o e´
apenas preferencial no lado do consumo, do lado da produc¸a˜o e´ imposs´ıvel, por ser a
ligac¸a˜o que mante´m o no´ na rede. Na primeira figura temos o sistema depois de uma
avalanche e, ate´ a` u´ltima figura, observamos a rede econo´mica a reorganizar-se ate´ ao
ponto em que as ligac¸o˜es preferenciais, do lado do consumo e do lado da produc¸a˜o,
ira˜o provocar uma nova avalanche.
4.2.2 Se´rie sem amostragem
Na figura 4.34 apresentamos a se´rie temporal relativa a 512000 ciclos de programa
sem amostragem, isto e´, a totalidade dos registos.
Figura 4.34: Modelo - Energia em func¸a˜o do ciclo de programa
A distribuic¸a˜o das variac¸o˜es, representada na figura 4.35, que no caso do modelo e´
orientada ao evento por natureza, e´ dominada pelo facto das variac¸o˜es positivas em
cada ciclo de programa serem fixas.
Analisando as variac¸o˜es negativas em busca de um comportamento que verifique a
hipo´tese de um comportamento cr´ıtico obtemos o comportamento que se ilustra na
figura 4.36.
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Figura 4.35: Modelo - Distribuic¸a˜o das variac¸o˜es de energia
















Figura 4.36: Modelo - Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada
da queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.45;R2 = 0.998.
4.2.3 Se´rie com amostragem
As se´ries temporais de ı´ndices econo´micos sa˜o, do ponto de vista pra´tico, registos da
medida de uma me´trica do sistema feita de forma perio´dica. Assim, se assumirmos a
existeˆncia de um mecanismo microsco´pico cuja agregac¸a˜o resulta nessa medida, enta˜o
a se´rie e´ o resultado de uma amostragem no tempo.
Atendendo a que a taxa de crescimento do nosso modelo e´, em cada ciclo, fixa,
a distribuic¸a˜o de probabilidade das variac¸o˜es de energia do modelo e´ limitada do
lado positivo da distribuic¸a˜o. Assim, foi feita uma distribuic¸a˜o por amostragem em
intervalo fixo, cuja distribic¸a˜o se apresenta na figura 4.37, em que se observou em
me´dia entre cada 5 eventos.
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Figura 4.37: Modelo - Distribuic¸a˜o das variac¸o˜es de energia
Como se pode observar, a introduc¸a˜o da amostragem trouxe um maior equil´ıbrio a`
curva de distribuic¸a˜o das variac¸o˜es, embora ligeiramente desviada para a direita. Isto
deve-se ao facto do sistema manter o cara´cter de sistema em estado cr´ıtico estaciona´rio
como se observa da lei de poteˆncia obtida a partir da se´rie com amostragem 4.38.














Figura 4.38: Modelo - Logaritmo da frequeˆncia em func¸a˜o da magnitude acumulada
da queda (log(P (s > s0)) = m log(s0)). m = −2.24;R2 = 0.97.
4.3 Resumo dos Resultados
Na figura 4.39 apresenta-se o resumo dos expoentes obtidos para as leis de poteˆncia
das quedas nos ı´ndices dos mercados reais e faz-se a comparac¸a˜o com o valor teori-
camente esperado num processo multiplicativo e com o modelo. Para definir o valor
teoricamente esperado, por ser dependente do expoente da rede, usa´mos os dois ex-
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poentes obtidos por Baraba´si et al. e Broder et al. e referenciados em [2, 5] para a
WWW de 2.1 e 2.71.
Figura 4.39: Resumo dos expoentes das leis de poteˆncia.
Cap´ıtulo 5
Discussa˜o e concluso˜es
5.1 Discussa˜o dos Resultados
Os resultados obtidos indicam que, quer dos sistemas reais, quer da implementac¸a˜o
computacional, se retira uma lei de poteˆncia para a magnitude das quedas consistente
com a hipo´tese da economia subjacente ser um sistema em estado estaciona´rio cr´ıtico,
com um expoente pro´ximo daquilo que seria esperado pela nossa abordagem anal´ıtica.
Esta proximidade e´ nota´vel, atendendo aos cena´rios bem comportados que sa˜o levados
em conta.
No caso da abordagem anal´ıtica, e´ imposta pelo teorema de Otter[28], a restric¸a˜o de
que cada agente tenha apenas uma ligac¸a˜o aos seus ‘filhos’ na avalanche e, tambe´m,
que na˜o existam loops na rede. No caso da implementac¸a˜o computacional , impusemos
as retric¸o˜es de que o nu´mero de no´s na rede econo´mica e´ constante e que nenhukm
no´ pode abandonar a rede. Adicionalmente, na˜o temos no modelo nenhuma fonte de
aleatoriedade pura do tipo forc¸a de Langevin.
Este conjunto de restric¸o˜es que impomos ao modelo, por razo˜es de simplicidade,
na˜o existe num sistema econo´mico real pelo que existira´ sempre uma diferenc¸a de
comportamento nas pequenas variac¸o˜es entre aquilo que e´ previsto no nosso modelo
e aquilo que e´ verificado nos mercados reais. O exerc´ıcio que fize´mos com uma duas
amostragens diferentes revela que uma diferenc¸a na amostragem provoca um alarga-
mento na distribuic¸a˜o das pequenas variac¸o˜es.
A nossa implementac¸a˜o computacional na˜o consegue, nem estava no aˆmbito deste
trabalho, explicar a amplitude das variac¸o˜es positivas observadas nos mercados reais.
A raza˜o por que isto acontece consegue entender-se a partir da condic¸a˜o de criti-
calidade que obtive´mos na secc¸a˜o 3.5. A expressa˜o obtida que relaciona o nu´mero
efectivo de ligac¸o˜es criadas e uma func¸a˜o α do ponto limite de energia Uth estabelece
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um diagrama de fases que se apresenta na figura 5.1 de forma qualitativa.
Figura 5.1: Diagrama de Fases da Economia - A fase I representa a fase de crescimento
infinito e a fase II a fase em que as ligac¸o˜es sa˜o destru´ıdas a` medida que sa˜o criadas.
A forma da curva de transic¸a˜o e´ meramente ilustrativa.
Na implementac¸a˜o computacional feita impomos que Uth fosse fixo. Tal e´ equiva-
lente a assumir um m efectivo fixo, de acordo com a condic¸a˜o de criticalidade (3.34)
e representamos na figura 5.1 pelo pequeno segmento no cruzamento entre m e Uth.
O facto de impormos que o sistema funcione na implementac¸a˜o computacional ape-
nas nesse segmento, na˜o tem consequeˆncias ao n´ıvel da magnitude das quedas, que
e´ o aˆmbito deste trabalho, mas tem consequeˆncias no amplitude do crescimento. Se,
por hipo´tese, assumı´ssemos na implementac¸a˜o computacional que m e Uth fossem
varia´veis desde que cumprissem a condic¸a˜o de criticalidade, enta˜o ter´ıamos uma de-
rivada na˜o-nula de m e uma largura da distribuic¸a˜o de variac¸o˜es no lado positivo
completamente diferente.
Do comportamento das variac¸o˜es temporais e´ clara a incompatibilidade entre as
variac¸o˜es observadas nos mercados reais e aquilo que seria especta´vel de um processo
de Wiener. Mais, quer as caudas das distribuic¸o˜es, quer o desvio observado para
a direita nos ı´ndices das economias mais livres, afastam a hipo´tese de o equil´ıbrio
econo´mico corresponder a um equil´ıbrio termodinaˆmico.
5.2 Concluso˜es
Temos que evidenciar que esta abordagem e´ uma abordagem f´ısica no sentido
em que introduzimos um mecanismo subjacente e coerente com os fundamentos da
existeˆncia de uma economia. Na˜o e´ uma abordagem puramente matema´tica em que
procuramos os coeficientes que tornam a nossa abordagem coerente com a realidade
observada, cujos resultados pra´ticos sa˜o sobejamente conhecidos das crises financeiras
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mais recentes. O facto de termos uma f´ısica por debaixo da abordagem permite-nos
procurar as formas dos mecanismos que esta˜o de acordo com a realidade e na˜o os
momentos de uma distribuic¸a˜o que podem ser va´lidos apenas num momento concreto
da histo´ria da economia.
Os resultados obtidos, em conjunto com primeiros princ´ıpios da Teoria Micro-
ecno´mica, confirmam a nossa hipo´tese de trabalho de que a economia na˜o e´ um
sistema em equil´ıbrio f´ısico, mas sim um sistema num estado estaciona´rio cr´ıtico. Os
pressupostos sa˜o, recorde-se, que a economia consiste em trocas de trabalho e que os
agentes tendem naturalmente a efectuar essas trocas. Na realidade, face a`s teorias
existentes, a nossa abordagem elimina pressupostos que nos merecem alguma atenc¸a˜o.
Elimina´mos o pressuposto de que o equil´ıbrio econo´mico e´ na sua natureza um
equil´ıbrio termodinaˆmico e, com ele, a de que a economia e´ um sistema fechado. Se
a economia surge das trocas de trabalho, na˜o e´ poss´ıvel que seja um sistema fechado,
nem os dados experimentais sa˜o compat´ıveis com essa possibilidade.
Sendo um sistema aberto onde os agentes usam energia do meio ambiente para
estabelecerem relac¸o˜es de trabalho - ligac¸o˜es - o sistema alterna entre duas fases.
Aquela em que os agentes podem criar ligac¸o˜es de forma ilimitada e cuja taxa de
destruic¸a˜o e´ inferior a` taxa de criac¸a˜o, que representamos por fase I na figura 5.1, e
que e´ imposs´ıvel porque e´ divergente na energia. E aquela em que a taxa de destruic¸a˜o
e´ igual a` taxa de criac¸a˜o, que e´ um estado de na˜o-economia e que representamos por
fase II na figura 5.1. A transic¸a˜o entre estas duas fases do sistema e´ aquela em que
a economia enquanto sistema de troca de trabalho existe e, por isso, as variac¸o˜es na
energia devem ser tal que devem cumprir com uma lei de sistema cr´ıtico como aquela
que deduzimos para a relac¸a˜o de criticalidade (3.34).
Os ı´ndices de sistemas de mercados reais, encarados como ı´ndices macroecono´micos,
apresentam leis de poteˆncia nas quedas que sa˜o compat´ıveis com a hipo´tese de um
sistema em estado estaciona´rio cr´ıtico. O sistema computacional montado, que cor-
responde a uma economia dentro dos pressupostos ja´ indicados, e com o pressuposto
adicional de que o conjunto de soluc¸o˜es poss´ıveis para os factores do modelo que
obedecem a` condic¸a˜o de criticalidade (3.34) conduzem a variac¸o˜es pequenas nos re-
sultados, corrobora a hipo´tese de trabalho. Assim sendo, a conclusa˜o deste trabalho
e´ de que a economia e´ um sistema aberto em estado estaciona´rio cr´ıtico e que as
variac¸o˜es das quedas dos ı´ndices bolsistas principais devem ser modeladas de acordo
com isso.
Ale´m de mostrarmos que a assumpc¸a˜o de primeiros princ´ıpios da Teoria Microe-
cono´mica levam a uma dinaˆmica em que a magnitude das quedas segue uma lei de
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poteˆncia, mostra´mos que essa lei esta´ intimamente ligada a` topologia da organizac¸a˜o
da rede econo´mica ao mostrar que o expoente da lei poteˆncia associada a` magnitude
das quedas e´, a menos de uma constante multiplicativa, o mesmo expoente da lei de
poteˆncia associada topologia em rede livre de escala. Isto significa que na˜o so´ existe
um expoente caracter´ıstico de um sistema cr´ıtico como sabemos justificar o seu valor
de acordo com a mecanica associada a`s ligac¸o˜es humanas.
Sobre o cara´cter markoviano dos processos econo´micos, e de acordo com a con-
clusa˜o anterior, do ponto de vista f´ısico, o processo e´ markoviano enquanto o sistema
esta´ a criar ligac¸o˜es, por quanto todos os sistemas determin´ısticos sa˜o markovianos
por natureza. A dimensa˜o da avalanche depende da histo´ria do sistema e, conse-
quentemente, do ponto de vista f´ısico, e´ na˜o markoviano embora, como ja´ vimos, e´
sempre poss´ıvel construir um conjunto de varia´veis em que esse cara´cter exista mas,
obviamente, estamos a deitar fora a f´ısica do processo.
Ainda sobre a ‘termodinaˆmica’ do processo, e´ importante que a nossa abordagem
se foque, na˜o naquilo que os va´rios agentes sa˜o iguais, mas sim no assumir de que sa˜o
diferentes e, por serem diferentes, va˜o formar ligac¸o˜es econo´micas e ligar-se em redes
complexas. Na nossa abordagem, do ponto de vista termodinaˆmico, sa˜o as ligac¸o˜es
que formam o ‘banho te´rmico’.
5.3 Trabalho Futuro
O trabalho aqui relatado e´ muito importante para o desenvolvimento de metodologias
e produtos financeiros associados ao comportamento da economia como um todo, uma
vez que todos os instrumentos financeiros se baseiam no pressuposto do equil´ıbrio
termodinaˆmico que aqui contraria´mos. Quer em termos de avaliac¸a˜o de risco, quer
em termos de valorizac¸a˜o de derivados sobre ı´ndices macroecono´micos, como ı´ndices
bolsistas principais ou taxa de juro, cremos que este trabalho oferece um contributo
importante.
No entanto, consideramos tambe´m que se abriram novas oportunidades de desen-
volvimento, tanto ao n´ıvel macrosco´pico como aquele que trata´mos, como ao n´ıvel do
agente individual, que e´ o objecto de estudo da ana´lise de risco de cre´dito, do t´ıtulo
de capital individual ou mesmo da gesta˜o de fundos de investimento.
Ao n´ıvel da part´ıcula individual, como e´ natural, embora possamos dizer que o
comportamento da part´ıcula e do banho em que esta´ mergulhada na˜o sa˜o a mesma
coisa, o facto e´ que na˜o sa˜o independentes. E na˜o podendo associar o comportamento
das part´ıculas a um processo de Wiener, ha´ um conjunto vasto de consequeˆncias a
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tomar em conta em va´rios campos das financ¸as, particularmente em tudo o que diga
respeito a` gesta˜o de carteiras, uma vez que o conceito de correlac¸a˜o entre as se´ries
temporais assume uma dimensa˜o completamente diferente.
Ao n´ıvel macrosco´pico, o facto de mantermos como completamente determin´ıstico
o processo de crescimento, a adereˆncia que o modelo tem aos resultados dos mercados
reais e´ reduzida neste lado do processo. No entanto, temos todas as ferramentas na
ma˜o para o fazer e, noutro aˆmbito, esse trabalho sera´ feito.
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